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Resumen

En los inicios de la mecédnica cudntica Dirac (ver [11]) plantea la importancia de partir de
una teoria cldsica para llegar a una teoria cudntica. A éste proceso se le denomina cuantizacion
y no es un procedimiento tinico. Uno de los problemas asociados a la formalizacion del proce-
so de cuantizacion es su descripcion como un funtor entre categorias. Sin embargo Van Hove
(ver [13]) demostré que no existe un funtor entre la categoria de variedades simplécticas y la
categoria de espacios de Hilbert con transformaciones unitarias que sea consistente con el pro-
cedimiento general de cuantizacién. Por otro lado, si partimos de una variedad de Poisson M, y
se realiza una cuantizacion por deformacion, atin es cuestion de estudio si éste procedimiento

es funtorial.

En éste trabajo mostramos como la fisica cldsica se puede representar por una variedad
simpléctica o de Poisson, y como, dependiendo el proceso de cuantizacion, se le asigna a cada

uno una estructura diferente para representar la fisica cuantica.
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Introduccion

El presente trabajo aborda el tema decuantizaion desde el punto de vista funtorial siguien-
do los procedimientos de [13], [19],[23], [30] y [15]. En principio la cuantizacion se define de la
categoria de variedades simplécticas a la categoria de espacios de Hilbert, sin embargo el teo-
rema de Van Hove (ver [13]) demuestra la imposibilidad de construir éste funtor. Por tanto se
replantea la cuantizacion como un funtor de la categoria de variedades de Poisson a la cate-

goria de dlgebras no asociativas.

Dada una variedad de Poisson M, éste tltimo enfoque de la cuantizacién consiste en defor-
mar el dlgebra de los observables (C*(M),-) en un dlgebra no conmutativa, cuyo conmutador
sea una deformacion del dlgebra de Lie (M, {—,—}), a éste procedimiento le denominaremos
cuantizacion por deformacion. Uno de los principales problemas de éste enfoque es la existen-
cia de una cuantizacion para toda variedad de Poisson y si éste procedimiento es tinico salvo

isomorfismos.

En éste rabajo queremos mostrar con detalle, la importacia de ver la cuantizacién como
un funtor y los avances realizados en éste aspecto para la primera cuantizacién y la cuanti-
zacion por deformacién. Con éste motivo hemos dividido éste trabajo en tres capitulos, los
dos primeros capitulos nos enfocamos en la parte matematica, mientras que el altimo capitulo

mostramos la interpretacion fisica.

El primer capitulo consiste en los preliminares. Aqui mostramos en que consiste deformar
un algebra asociativa y de Lie, luego veremos mas a fondo el espacio de éstas deformaciones.
Ademds daremos un repaso de geometria diferencial, mostrando hechos importantes para éste
trabajo junto con las definiciones de variedades simplécticas y de Poisson. Finalmente expli-

caremos las definiciones bdsicas de teoria de categorias y funtores, para luego introducir los
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Operads, los cuales definen las reglas de las estructuras algebraicas y definen funtores entre és-

tas estructuras.

En el segundo capitulo mostraremos el teorema de Hochschild-Konstant-Rosenberg y el
Teorema de Kontsevich. Estos teoremas muestran la existencia de una cuantizacion por defor-
macion para toda variedad de Poisson. Para éstos teoremas definimos el dlgebra de los multi-

operadores diferenciales y utilizamos la estructura de Operads.

Finalmente, el Gltimo capitulo trata de como interpretar la fisica mateméaticamente. Em-
pezamos explicando los sistemas Lagrangianos y Hamiltonianos, luego definiremos la primera
cuantizacién, tomando al espédcio cudntico como un espacio de Hilbert, luego mostraremos las
razones para interpretar éste proceso como un funtor, entonces explicarmos como el teorema
de Van Hove niega la existencia de un funtor acorde a la primera cuantizacién para luego fi-

nalizar con la cuantizacion por deformacion.

Por cuestiones de practicidad, en este trabajo utilizaremos la siguiente notacion:

e /d lafuncion identidad en el conjunto correspondiente.
e <,> como el producto interno usual sobre el espacio correspondiente.
e Para toda variable X = (x;,...,x,) €R":
o
= 0= (553 )

- dx:=(dx,,...,dx,).

Ademas el conjunto de los niimeros naturales N incluye el cero.



Capitulo 1

Preliminares

1. Teoria de deformaciones

La teoria de deformacion ha aparecido en varias ramas de la matemaética bajo diferentes
nombres. La formalizacion algebraica de la teoria de deformacion, comienza con el estudio de
las deformaciones de élgebras asociativas. En éste capitulo mostraremos los conceptos de de-
formacion de élgebras asociativas y de deformacion de élgebras de Lie diferenciales graduadas,

siguiendo el esquema presentado en [15], [21] y [22].

Enlo subsecuente denotaremos por K un cuerpo de caracteristica cero y K[¢]” :=K[¢]/t " K[¢]
como la K-algebra de los polinomios de grado n. Observe que en K[#]” posee un ideal méaximal
m = tK[t]" y K[t]"/m =~ K. Note ademds que para toda K-dlgebra A se tiene que
Alt]"=A®K][t]".

1.1. Deformacién de dlgebras asociativas.

DEFINICION 1.1. Sea (A, my) una K-algebray n € N. Una n-deformacion de m, con pardmetro

t, es una K-élgebra (A[f]", my+ m,), donde:

n
m; = E tllﬁi
i=1

siendo m; € Hom(A® A, A) y mi; la extension lineal de éstos elementos en A Q@ K[[]].

Observe que bajo la relacion de equivalencia en a,b € A® K[¢]" dada por:
a~bsa—-beAQtK[t]" =tA[t]",

se satisface:

(A[t]", mo+my)/ ~= (A, my),
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con lo cual, dada una deformacién podemos recuperar el dlgebra original reduciendo por el

ideal maximal tA[£]”.

Ademads para que una deformacion (A[t]", my+ m,) sea una K-algebra, el nuevo producto
mo+m, debe ser asociativo, ésto generard restricciones sobre los elementos m; € Hom(A® A, A).
Por ejemplo, dada una 1-deformacion (A[t]}, my+ ¢t m;) de un dlgebra (A, m, =), entonces para

todoa=ag+ta,b=by+th,,c=co+tc, €A[t]":

m(m(a,b),c) = m(a,m(b,c))

(a-b)-c+t(mi(a-b,c)+mi(a,b)-c) a-(b-c)+t(mi(a,b-c)+a-(mb,c))

mi(ag - by, ¢o)+ mi(ao, bo)-co = mi(ao, by co)+ ag-(mi(bo, co)).

De ésta manera m es asociativo si, y s6lo si, m; satisface:
ao - (my(bo, ¢o)) — mi(ao, bo) - co — mi(ao - by, co) + mi(ao, by - ¢) =0

para todo ay, by, ¢y € A.

EjempLo 1.2. Dada una K-4lgebra (A, ). Si tomamos m(ay, by) := kaq- by con k € K tenemos

una deformacion trivial dada por:
m(a,b)=a-b+x«xta-b.

De una manera mds general, m = mo+m; = Z t'm; es asociativo en A[t]” si, y s6lo si, se

ieN

cumple lo siguiente:

m(Ild®m)—m(m®Id) = 0

( \
Yt Y mudem)-mim;eId) | = 0
k=0 i+j=k

\i,jeN )
( \

Y migdem)-mi(m;eld)| = 0 Vk.

i )
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DErINICION 1.3. Dada una K-4lgebra A y una familia de operadores m; € Hom(A®A, A) con
i > 1 definiremos a la k-ésima obstruccién como:
omy = Z m;(Id®m;)—m;(m;®Id).
i+j=k
i,j>0
Entonces la condicién de asociatividad se puede escribir como:

om, = -— Z m;(Id®m;)—m;(m;®Id),

i+j=k
i=0Vj=0

omr = mo(mp®Id)—my(Id@mi)+mi(my®Id)— mi(Id ® my) Vk>1,
el lado derecho de la igualdad es lo que mds adelante definiremos como el diferencial de

Hochschild de my, es decir d g(m).

DEFINICION 1.4. Sea (A, my) una K-dlgebra. Dos deformaciones de m, con pardmetro ¢,
m = my+ m; y m* = my+ mj, se consideran equivalentes si, y solo si, existe una funcion
h:A[t]" — A[t]" tal que:
(1) hla=1Idy,
(2) h(m(a,b))=m*(h(a), h(b)) paratodo a,b € A[t]".

LemA 1.5. La relacion dada en la definicion anterior es una relacion de equivalencia.

EjempLo 1.6. Dada (4, ) un dlgebra, y k € K. La deformacién (A[z]",-) es equivalente a la de-
formacioén (A[t]", m,)siendo m,(a,b)= a-b+xta-b através del morfismo h(ao+ta,)=aq+xta;.

En éste caso ambas deformaciones se consideran triviales.

Por otro lado, dadas dos deformaciones (A[¢]"?, m)y (A[t]", m*), para todo 7,k €K, se tiene
que (A[t]*,vm + km*) es también una deformacién. Por lo tanto, las n-deformaciones en A
forman un K-espécio.

El espacio cociente de las n-deformaciones de A con la relacion de equivalencia dada en

1.4, serd denotado por De f,(A).
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1.2. Deformacion de algebras de Lie.

DEFINICION 1.7. Sea (A, {—, —}o) unaK-élgebrade Liey n € N. Una n-deformacion de {—, -},

con parametro ¢, es una K-algebra (A[t]", {—,—},), donde:

n
= =he=D 1=k
i=0
tomando {—,—-}; € Hom(AAA,A)y {—,—}; como la extensién lineal de éstos elementos en

A®K][[t]].

De manera andloga a las deformaciones de élgebras asociativas, para que la n-deformacion
(A[t]™,{—,—},) seauna dlgebra de Lie, {—, —}, debe ser antisimétrico y satisfacer Jacobi, es decir

que paratodo a,b,c € A[t]":
{a»b}t-i_{b’a}t = 0;

{{Cl,b}t,C}; +{{b!c}l’»a}l’ +{{C’a}trb}t = 0

que podemos escribir en en términos de los {—, -}, € Hom(A A A, A) de la siguiente manera:
{6l, b}k + {b) a}k = 0)

> {{a,by,chi+iib,c}j abi+iic,al;, bl = 0.

i+j=k

ijeN

DEerINICION 1.8. Dada un &lgebra de Lie A y una familia de operadores antisimétricos
{—,—},€e Hom(AANA,A), coni€eN, definiremos a la k-ésima obstruccién de Lie como:
6i{—,~he= Y {la,b};,chi+{ib,cl;,a}i+1ic,al;, bi.

i+j=k
i,j>0

Usando la obstruccién podemos reescribir la condicion de Jacobi como:

{{a! b}O» C}k +{{b’ C}Or a}k +{{C) a}O)b}k-i_{{a)b}k) C}0+{{b’ c}k»a}0+{{0) a}k!b}o = _5L{_) _}k’

para todo k > 1. El lado izquierdo de la igualdad es lo que més adelante definiremos como el

diferencial de Chevalley-Eilenberg, d cg({—, —}«).
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TeOREMA 1.9. Dada (A, my =) unaK-dlgebra asociativa, sea(A,{—,—}) el dlgebra de Lie nat-

ural asociada a (A, my), es decir, la dlgebra dada por la relacion:
fa,b}=a-b—>b-a,

para todo a,b € A. Entonces, toda deformacion m, de m, genera una deformacién de {—,—},

dada por:
{a, b}, =m(a,b)—m(b,a),

para todo a,b € AQK][[t]]".
1.3. Deformacion de algebras de Lie diferenciales graduadas.

DEFINICION 1.10. Sea L = &;L! un K-espacio graduado, [—,—] : L x L — L un operador bi-
lineal homogéneo y d : L — L un operador lineal de grado 1. La terna (L, [—,—], d) es un édlgebra
de Lie diferencial graduada 6 DGLA (por sus siglas en inglés) si satisface lo siguiente para todo
a,b,ceL:

e [a,b]=—(—1)[b, a] (Antisimetria graduada),

e [[a,b],c]=]a,[b,c]] —(~1)7[b,a, c]] (Jacobi graduado),
e d([a,b])=[d(a),b]+(—1)%[a,d(b)] (Leibniz gradudado),
e dod =0 (Diferencial).

dénde a representa el grado de a.

Si (L,[—,—],d) es una DGLA tenemos que (Z = ker(d),[—,—],0) y (B =img(d),[—,—],0)

también lo son. Ademas es claro que B C Z, por la condicién d od = 0.

DEriNICION 1.11. Dada (L,[—,—],d) una DGLA, definiremos a la homologia de L como el

K-espdcio:
H(Ld)= @ @ Ker(d)uL”"
B Img(d)uL"
Observe que (H(L,d),[—,—],0) es una DGLA. Ademads a los elementos de Z" los llamaremos

n-cociclos y alos elementos de B” n-cobordes.

Un ejemplo cldsico de DGLA es el complejo de Hochschild. Este complejo es muy impor-

tante para éste trabajo y su definicién la mostramos a continuacién:
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DErINICION 1.12. Dado (4,-) una K-élgebra, se define el complejo de Hochschild de A como

el complejo dado por los siguientes datos:

(1) Para cada n €N tenemos:
e C(A),:=End(A®",A)
e Si feC(A),sugrado f:=n—1.
2) C*(A)=Dyen C(A)n.
(3) Paratodo f, g € C*(A) sea:
o (fog)an® ®asg) =31 (~1)Ef(a® ®gai® ®a.y)® O,
o [f.gli=fog—(-1)/Egof.
(4) Sea m € C(A), dado por m(a,b)=a - b paratodo a,b € A, definimos:

du(f)=[m, f],
para todo f € C*(A).

TeEOREMA 1.13. Dada(A,-) un dlgebra diferencial graduada. Sea L' = C(A)i1, L=®L! ~ C*(A)
entonces(L,[—,—],dy) es una DGLA.

Demostracion:

Sea m € C(A),, dado por m(a,b)=a-b paratodo a,b € A, entonces:

du(f)=1[m,f].

Por otro lado, como los elementos de C*(A) son multilineales, es claro que o y en consecuen-

cia [—,—] son bilineales y d  es lineal.

Sélo falta probar las 4 condiciones dadas en la definicién de DGLA:

e Antisimetria:
[f,g] = fog—(-1)8gof,

= —(-1Y¢(gof-(-1Y¢fog),
= —(-1)%[g, f]
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e Jacobi: observe que

[If,gl,h]l = [(fog)—(=1Y8(gof)hl
= (fog)oh—(-1)*®ho(fog)+

—(-1)/% ((go floh— (1) ho(g o [)),

[f,lg,hl] = [f.(goh)—(~1)8"(hog)]
= fo(goh)— (=18 (goh)of+

~(=1&"(fo(hog)—(~1)*®(hog)o f),

[g,[f,h]] = go(foh)—(~V*M8(foh)og+

~(=1)" (go(ho /)= (=1)E (ko flog).

Ademds para cualquier ¢ € C(A), Y € C(A),, ¢ € C(A),, y denotando a{ =a;®--®aj,
se tiene que:

((poyp)op—go(yop))(ar®..8 Aminik) =

= D (-)mHng (a{;‘l ®¢ (al™)®all @y (altm) ®a;‘j:j++lk) +

j+n<i

+ ) ()G (af;l@zp (ai™)@all, ®¢ (al™) ®a;lj;:jlk).

i+m<j

por lo que:
(@oy)op—go(yop) — (1P (@ op)oy—dolpoy)) =0,
y finalmente:

[If, gl hl—[f, g, kRl +(~=1)8[g,[f, hl] =0.
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e Leibniz:

[m,[f, gll=(=1)/*[[m, f1, gl + (1) [f,[m, g]]

[du(f), g1+ (=1 [f, du(g)].

du((f, gl

e Diferencial:

Observe que por la antisimetria [m, m] = 0. Entonces:
(dHo dH)(f) = _[m» [m!f]] = _2[[m! m])f] =0.
Y con ésto queda demostrado que el complejo de Hochschild es una DGLA .

Lema 1.14. Dada (L,[—,—],d) una DGLA y A un dlgebra conmutativa, existe una estructura

natural de DGLA sobre L® A dada por:
dx®a)=dx®a, x®a,y®bl=[x,y]®ab

paratodox,y € Lya,b€€A.

DEFINICION 1.15. Sea (L,[—,—],d) una DGLA. Una n-deformacién del diferencial d es una
DGLA (L®K][t]", [[—,—]], d,) donde:
e [[—,—]]:=[—,—] es el corchete natural sobre L  K[¢]".

e d,.=d+[a,—]paraalginac L' ® tK[t]".

Dado que [[—,—]] = [—,—] estd dado por la estructura natural en L ® K[¢]" usaremos
(L® K[t]",[-,—],d,) en lugar de (L ® K[t]",[[—,—]],d,) para referirnos a una deformacién.

Ademss, si no hay lugar a confusién, nos referiremos a la deformacién como d,.

Observe que, tomando la relacién de equivalencia sobre los elementos a, b € LQK[¢]" dada

por:

a~bsa—-belrK[t]",

se tiene, para toda deformacion (L® K[t]", [—,—],d,), que:

(LOK[t]", [ -], da)/ )= (L, [-,—],d),
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es decir, al reducir una deformacién por el ideal maximal tK[z]" se obtiene la estructura origi-

nal.

Por otro lado, debido al lemma 1.14 tenemos que (L ® K[t]",[—,—],d) es una DGLA, por lo
tanto para que (L®K[¢]",[—, -], d ;) seauna DGLA s6lo se requiere que d,, satisfagala condiciéon
de Leibniz y la del diferencial. Pero la condicién de Leibniz se cumple naturalmente, por lo
siguiente:

Sean x,y € LQK[t]" cualesquiera.

d.([x,y]) = d([x,yD)+Ia,[x,y]]
= ([dx,y]+ (=D [x,dy)+(la,x],y]+(=1)[[a,y],x])

= [daox,y]+(-1)[x,dy].

Por lo tanto, para que (L®K][t]",[—,—], d,) sea una DGLA s6lo se necesita verificar la condicion

del diferencial para d,.

TeOREMA 1.16. Sea(L,[—,—],d) una DGLA. (L&K][t]",[—,—],d+[a,—]) es una n-deformacién
de L si, y sélo si, a € LQ tK[t]" satisface:

d(a)+%[a,a]=0,

llamada ecuacion de Maurer-Cartan.

Demostracion:

Para que (L[t]",[,],d +[a,—]) es una deformacién de L siy sélo si:

(d+la,=])o(d +[a,=])=0.
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Veamos con més detalle el lado derecho de ésta igualdad:

(d+la,=])o(d +[a,=])(b) d*(b)+d([a,~1)b)+[a,~1(d)(b) +[a,~1(a,~])(b)
= d(la,b])+[a,d(b)] +[a,a,b]|
= ld(a),b]=l[a,d(b)]+[a,d(b)] +[a,[a,b]]

= [d(a),b]+;lla,al,b]
= [d(a)+%[a,a],b].
ésto es cero para todo b si, y sélo si:
d(a)—l—%[a,a] =0,

con lo que queda demostrado el teorema. °

A partir de ahora consideraremos el siguiente conjunto de soluciones de la ecuacion de

Maurer-Cartan:

MC,(L):={ac L, ®tK[t]"/d(a)+ %[a, a] =0}.

Por otro lado, hay deformaciones que se consideran equivalentes. Antes de ver ésta equiva-

lencia, vemos la siguiente definicion:

DEFINICION 1.17. Sea A una (Q-algebra con identidad e y g € A nilpotente, definimos al

elemento:
(g)k
exp(g):= Z el
- !

Si m es un ideal nilpotente de A, podemos definir la funcién exp() : m — e + m que a cada

g € m le asigna su exponencial.

OBSERVACION 1.18. Observe que para el dlgebra K[z]” todo elemento h € tK[t]" es nilpo-

tente. Ademads, dado L una DGLA, y g € L® tK[t]", la funcién [g,—] es nilpotente.

DEeFINICION 1.19. Sea (L,[—,—],d) una DGLA y a,b € MC,(L). Diremos que las deforma-
ciones (L K[¢t]",[—,—],d.) y (L®K][¢t]",[—,—],d}) son equivalentes, si existe g € L° Q@ tK[t]"
tal que:

(d+[a,=])(exp([g,—]))=exp(lg,—](d +[b,-]).
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en éste caso diremos ademads que b ~; a.

Esencialmente la definiciéon anterior expresa que debe existir un monomorfismo ¢ de gra-
do cero en L®K[t]" que satisfaga (d + [a,—])(¢) = ¢(d + [b,—]), tal que al reducirlo a L sea la
identidad y que al mismo tiempo provenga de un elemento g € L ® tK[¢]". Para més detalles

sugerimos al lector revisar los articulos pdgina 21 de [15], pdgina 4 de [21] y pagina 1y 2 de [22].

LEMA 1.20. ~; es una relacion de equivalencia

DEerINICION 1.21. Dada L una DGLA, denotaremos por ~ la relaciéon de equivalencia definida

en 1.19. Definiremos el conjunto de n-deformaciones de L por De f,,(L):=MC,(L)/ ~.

A continuacion mostraremos una relacion entre las n-deformaciones de una K-algebra aso-

ciativa A, con las n-deformaciones de C*(A).

TeEOREMA 1.22. Sea(A, my) unaK-dlgebra asociativa. (A[t]", m, = my+m,) es una n-deformacion

de A si, y solo si, (C*(A)®@K[t]",[—,—],d + [m,,—]) es una n-deformacion de C*(A) como DGLA.

Demostracion:
m; genera una deformacion en A si, y s6lo si, m,+ m, es asociativo, i.e.:
0 = (mo+m)(mo+m;)®Id)—(mo+m,)Id®(mo+ m;))
= mo(me®Id)— mo(Id ® my)+
+mo(m; @ Id)+ m;(my®@Id)— my(Id @m;)— m,(Id ® my)+
+m;(m;®Id)—m,(Id @ m;)

1
= 0+duy(m,)+ E[mt’ ).

Por lo que m, es deformacion de A si y s6lo si, satisface la ecuacion de Maurer-Cartan, ademas

dado m, de la forma:

n
m; = E tlrfli
i=1
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se concluye que m, € tCy(A)[[t]] = C,(A)® tK[z]". Finalmente m, es una deformacién de m,

si, y s6lo si, d +[m,,] es una n-deformacién de C*(A). °

Observe ademads que:
1
_ k Z =— k
du(m,)= ; tdy(me) y Slmym]= ; tE5my,
entonces la ecuacion de Maurer-Cartan también se puede escribir como:
dy(m)=0my Vk <n.

TeOREMA 1.23. Dada (A, my) una K-dlgebra y dos deformaciénes de m, con pardmetro t son
equivalentes si, y s6lo si, las deformaciones que generan sobre C*(A) son equivalentes como de-

formaciones de DGLA.

Demostracion:
Dadas dos deformaciones de (A, my), mo+m,y mo+m. Estas deformaciones son equivalentes
si, y solo si, existe un h € Hom(A[t]", A[t]")~ C,(A)® K[t]" tal que:
(1) hla=Ida,
(2) h(mo+ m;)(a,b)=(mo+ m?)(h(a), h(b)) para todo a,b € A[t]".
Por otro lado, como h|4 =1d 4 entonces h=1d + g donde g € Cy(A)@ t K[t]".

Finalmente g es el elemento dado en la equivalencia de las deformaciones de C*A como DGLA.

EjempLo 1.24. Observemos explicitamente el caso de las 1-deformaciones. Dada A un élge-
bray mo+m;y mo+m? dos 1-deformaciones equivalentes. Sea h € C,(A)®K[z]' el homomor-
fismo de equivalencia, podemos tomar h = Id + g dénde g € C;(A) ® tK[¢]!.

Sean a = ag+ta;,b =bo+ th, € A[t]' cualesquiera. Entonces la ecuaciéon h(mq+ m,)(a,b) =

(mo+ m})(h(a), h(b)) se reduce a:
mq(ag, bo) — mi(ao,bo) =1t (aog1(bo)— g1(aobo)+ g1(ao)bo)

que es equivalente a:

m;—m;=d(g)
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Por otro lado, tomando la relacion de 1.19 tenemos:

d+[my,~N(exp((g,~1) = exp(lg, ~])d +[m],~])
Dado que estamos en A[¢]! se tiene que g es nilpotente de orden 2, por lo tanto la exponen-

cial se reduce como exp([g, —]) = Id +[g,—] y asi tenemos que:

d +[my, ~)(exp((g, ~1)) = exp(lg, ~1)d +[m}, 1),

d+Im,~)(Id+1g,~))=(Id+[g,~])d+ [m},~])

d+[my,=1+d((g,~)+mi, (g, | =d+[m;,~1+1g,d +[m},~]],
(e, =)+ d(lg, =D+ [my, [g, 1) = [m}, =] +[g, d(-) +[g, [m}, -],
i —m;, =] = [g,d(=)] - d(lg, =]+ [g, m], 1)+ [ms, [g, 1)

[m: —my,=1=1d(g),=]+[g, [m;,=]1+[m:,[g,~]l,

Ademds, como m¥, m;, g € Co(A)® tK[t]! pertenecen al ideal nilpotente con nilpotencia 2,

entonces se tiene que [g, [m},—]] = [m;,[g,—]] =0y finalmente:
[mt - mj’_] = [d(g)! _]'

Con lo que se concluye explicitamente que ambas relaciones son iguales en el caso de

1-deformaciones.

Finalmente se deduce que las deformaciones de A estdn dadas por las deformaciones de

C*(A),i.e.
De fn(A)~ De fn(C*(A)).

Por otro lado para las deformaciones de dlgebras de Lie, definiremos el siguiente complejo:

DEerINICION 1.25. Dado (A, {—,—}) una K-dlgebra de Lie, se define el complejo Chevalley-
Eilenberg de A como el complejo dado por los siguientes datos:
(1) Para cada n € N tenemos:
e CE(A),:=End(AN,A)
e Si feCE(A), sugrado f:=n—1.
2) CE*(A)=@,en CE(A)n.
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(3) Paratodo f, g € C*(A) sea:

o (fog)ao® -®ajs.):= Zaesf sign(o)f(g(asoN " Nagg)Naogr)  Nagfig)

e
o [f,8]:==fog—(-1)égof.
(4) Sea u< CE(A), dado por u(a,b)=1{a,b} paratodo a,b € A, definimos:

dce(f)=[w f1,

para todo f € CE*(A).
Con el cual se satisface el siguiente teorema:

TEOREMA 1.26. Dada A un dlgebra de Lie, CE*(A) es una DGLA. Ademds:

De f,(A)~ De f,(CE*(A)).

La demostracion de éste teorema es andloga al caso de algebras asociativas. Para mas refer-

encias ver [15].

2. Geometria diferencial

En ésta seccidn seguiremos a [7] para mostrar la estructura de variedades simplécticas y de

Poisson. Supondremos que el lector ya conoce los conceptos bdsicos de geometria diferencial.

En lo subsecuente M denotara una variedad real de dimension finita.

DEerINICION 1.27. Dado K un cuerpo, n fibrado sobre una variedad M consiste en lo sigu-

iente:

e Una variedad F.
e UnafunciéonlIl: F—- M
e Un espacio vectorial V.

e Para cada p € M una estructura de espacio vectorial sobre F, := n~!(p) llamada fibra.

Tal que se satisfaga lo siguiente:

(1) Para cada p € M se tiene que V ~I1-!(p) es decir son homeomorfos e isomorfos como
espacios vectoriales.
(2) Para todo abierto U C M existe un diffeormorfismo &y : [17}(U) — U x V, tal que, para

todo p € U se satisface que ®y|g, : F, — V sea un isomorfismo de espacios vectoriales.
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DEeFINICION 1.28. Dada M una variedad y I1: F — M un fibrado sobre M. Una secci6n sobre

IT es una funcién I' : M — F tal que II(I') = Idy, es decir es una funcién que a cada elemento

p € M le asigna un elemento de F,.

2.1. Fibrado Tangente y Cotangente.

DerINICION 1.29. El fibrado tangente de M esta dado por:

e Lavariedad TM := |_| T,(M), dénde T, (M) es el espacio tangente a p € M.

pEM
e La proyeccion canonicall: TM — M.
ProprosICION 1.30. Si M es compactay de dimension n, el espacio de secciones sobre el fibrado
TM es isomorfo a C*(M)". .
DEFINICION 1.31. Un campo sobre M es unas seccion sobre el fibrado TM. Estos campos

generan un R-espacio al que denotaremos por X(M).

DerinicION 1.32. Elfibrado cotangente de M esta dado por:
e Lavariedad T*M = |_|p€M T(M).
e La proyeccion canonicall: T*M — M.

ProposICION 1.33. Si M es compactay de dimension n, el espacio de secciones sobre el fibrado
T*M es isomorfo a C*(M)". .
DEFINICION 1.34. Una 1-forma sobre M es una seccion sobre el fibrado 7M. Las 1-formas

generan un R espacio al que denotaremos por Q!(M).

DEeriNICION 1.35. Un flujo sobre M es una accién suave de (R,+) como grupo sobre
C>(M, M), es decir una funcién diferenciable F : R x M — M tal que para todo ¢ € R,
F,(=)=F(t,—): M — M seasuave, paratodo p € M F,(—)= F(—,p):R — M seasuave, Fy(p)=p

y ademads F,(F,) = Fiyp.

Es importante tomar en cuenta la siguiente:

e Todo flujo F: R x M — M genera el campo:

Xr(p)=(E,)(0).
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e Toda funcién L: M — R genera la uno forma:
dL:= 3fL.

e Dada una funcién L : M — R y un fluyjo F : R x M — M tenemos que:
<dL,Xr>c C®(M)representa la derivada de L en la direccién de F’;(O).
¢ Dado dada una funcién suave ¢ : M — M, X, Y € 2 (M) con flujos F* y F” respectiva-

mente, si:
QD(P;X) = FtY'

Entonces por regla de la cadena tenemos que:

OF' Qp(FX)  OFX
=5 = or VTl X

donde J representa el jacobiano.

DEFINICION 1.36. Sean M y N dos n-variedadesy ¢ : M — N un difeomorfismo entre va-

riedades, se define el push-forward de X € X(M) a través de ¢ como
P X=JpX(p™)

DEerINICION 1.37. El corchete de Lie para campos vectoriales es una operacion bilineal

[—,—]: X(M) x X(M)— X(M) dada por:
(X, Y]p :(]X)p : Yp _(]Y)p 'Xp»

paratodo X, Y,e Z'(M).

Donde (JX), es la matriz jacobiana de X en el punto p.

LemA 1.38. Sean X, Y,€ X(M), si existe un flujo F tal que(F,)(0) = X(p) se tiene que:

OFY
ot

|t=0 = [X! Y]

DEFINICION 1.39. (Complejo de De Rham) El complejo de De Rham consiste en:

e Las k formas diferenciales dadas por el espacio Q¥(M) := (Q'(M ))MC .
e El espacio graduado de formas dado por Q*(M) := @, QX(M).
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e El diferencial de De Rham d : Q(M) — QF*1(M) dado por:

k+1

(dRe)XKsy o Xicr1) = kLH(Z(—l)"“(d(w(xl,...,X,-,...,Xk+1)),x,->
i=1

+Z(—1)i+jw([Xi,Xj],X1, ...,Xi,...,Xj, ---;Xk-ﬁ-l)

i<j

dénde X; significa la omision de X;.

DEFINICION 1.40.

(1) Una forma cerrada sobre M es una forma diferencial w € Q*(M) tal que drw =0.
(2) Dado w €°(M), se dice que w es una forma exacta sobre M si existe a € Q*(M) tal que

w=dpa.

DEFINICION 1.41. Sea ¢ : M — M suave, w € Q(N) y X, ..., Xx € X(M) se define el pull-back

de w sobre ¢ como:

(@™ )X, 0 Xidp) = 7 (07X oory 0" Xi )
DEFINICION 1.42. Dado X € X(M), definimos ix : Q*(M)— Q" (M) como:
(ixw)Xy,...,.Xp1)=0(X, X3,..., Xn-1),
paratodo w € Q"(M)y X;,..., X,—1 € X(M).

DEFINICION 1.43. Dado X € X(M) definiremos la derivada de Lie de X como la funcién

Lx:0*—Q°, dada por:
k
SXQ)(XI! '--)Xk) = Z w(Xlr seey [X’Xi]) ---ka) - (da)(Xl) ---ka)!X) .
i=1
LEMA 1.44. Sea X € X(M), si existe un flujo F tal que (F,)(0) = X(p) entonces:
%
Lxw= Ehzo(ﬁ*w)-

TeOREMA 1.45. (Férmula de Cartan) Dado X € X(M) y w € Q*(M) se tiene que:

Lxw=dp(ixw)+ix(drw)
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2.2. Fibrado de 1/2-densidades.

DEFINICION 1.46. Dada una variedad M, y p € M definimos el espacio de las %—densidades
sobre p, 0 Sﬁ},/z(M), como el espacio delas funciones g : T, M — C, tal que para todo g € M, (M):
glAD)=[der(A))>g(7)

paratodo Ve T,M, Ac GL(n)y n =dim(M).

DEerINICION 1.47. El fibrado de %-densidades sobre M esta dado por:
o Lavariedad M2(M):=| |, M,/*(M).

e La proyeccion canénica IT: MV2(M) — M.

DEFINICION 1.48. Una %—densidad sobre M es unas seccion sobre el fibrado 9t'/2(M). Estos

campos generan un C-espacio al que denotaremos por $H(M).

TeOREMA 1.49. Dada una variedad M, el espdcio $H(M) es un espdcio de Hilbert con el pro-

ducto:

<fg>= f f8.
M
2.3. Variedades simplécticas y variedades de Poisson.

DEerINICION 1.50. Una variedad simpléctica es una tupla (W, w) donde W es una variedad

de dimensién par y w es una 2-forma cerrada y no degenerada.

DEerINICION 1.51. Dadas dos variedades simplécticas (W, w) y (W5, w,), llamaremos simplec-

tomorfismos a los difeomorfismos ¢ : W — W; tal que p*w = w,.

TeOREMA 1.52. (Darboux) Dada W una variedad compacta de dimension par y «w una
2-forma sobre W, (W, w) es una variedad simpléctica si, y solo si, w es integrable, es decir, ex-
isten cartas (g, ) en W tal que:

w=d(<p,dqg>).

La demostracion de éste teorema se puede ver en [7]. °
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DEFINICION 1.53. Dada una variedad simpléctica (W, w), llamaremos a las coordenadas (g, )

tal que:
w=d(<p,dq>),

coordenadas candnicas de (W, w). .

Observe que dada una 2-forma « no degenerada, se tiene un isomorfismo entre
¢ : X(W)— QY(W)dado por:

para cada X € X(W).

DEFINICION 1.54. Dada una variedad simpléctica (W, w) con coordenadas canénicas (7, ) y

una funcién f € C*(W), llamaremos al campo:
X;=(q,P)= (31, ~(2 1)),

campo simpléctico de f. °

TEOREMA 1.55. Dada una variedad simpléctica(W, w) con coordenadas canédnicas(§, p) y dos
funciones f,g € C*°(W) con campos simplécticos Xy, X, respectivamente, las siguientes condi-
ciones se cumplen:

(1) df(Xf)=0
(2) ix,w= af.
() w(Xp, Xg)=1f,g}=3, EL 2L 28

i aqi 5]9,’ aqi 6pi
(4) [Xy,Xg] = Xit,q3, Siendo [—,—] el corchete de Lie usual en X(W). o

Si defnimos las siguientes funciones:
o y :C®(W)— X(W)dada por y(f)= Xy, paratodo f € C*(W),
o ¢ :X(W)—-QYW)dada por p(X)=ixw, paratodo X € X(W),

el item (1) del terorema 1.55 indica que:
T |
y=¢ od.

Ademds si W es compacta, todo campo X € X(W) posee un flujo FX: W — W tal que:

OFF
or
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TeEOREMA 1.56. Dada una variedad simpléctica(W,w) y f € C*®, el flujo F, : W — W asociado

al campo simpléctico X es un simplectomorfismo para todo t .

Demostracion:

Usando la formula de Cartan:

d . .
EF[*wzﬁ*(SXfw)zﬁ* d(lea))+le( dCl)) =0.

af 0

DEFINICION 1.57. Dada A un élgebra. Un corchete de Poisson sobre A es una aplicacion

bilineal {—,—}:AAA — A tal que para todo a, b, ¢ € A:

e Satisfaga Jacobi: {{a, b}, c} ={a,{b,c}} —{b,{a,c}},
e Satisfaga Leibnitz: {a,b-c}=1{a,b}-c+b-{a,c}.

DEerINICION 1.58. Una variedad de Poisson consiste en una variedad M y un corchete de

Poisson sobre C*(M).
TeorREMA 1.59. Toda variedad simpléctica (M, w) tiene una estuctura de variedad de Poisson.

Demostracion:

Tomemos como corchete de poisson al dado por:

{f’g} = w(Xf’Xg)r

éste corchete satisface las propiedades. °

A pesar del teorema anterior, no toda variedad de Poisson es una variedad simpléctica.

EjemMpLO 1.60. Sea M =R3, tomamos el corchete:

of 98
y85= ) Aij N5
{f g} Z ! ﬁxl— 3xj
i<j
éste corchete es un corchete de Poisson, y M no puede ser simpléctica, pues la dimensién de M

no es par.
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3. Teoria de categorias

En ésta seccion seguiremos a [9] para formalizar la teoria de categorias.

DEFINICION 1.61. Una categoria ¢, consiste de los siguientes datos:

¢ Una clase de objetos, denotados por Ob(®).
e Para cada par de objetos, A, B € Ob(€) un conjunto de morfismos denotado por
Mor¢(A, B).

e Para cada triple ordenado, A, B, C € Ob(€), existe una operacion
o:More(A, B)x More(B,C)— More(A, C).

Donde para f € More(A, B)y g € More(B,C), fo g sellamala composicién de f con g.
Estos datos estdn sujetos a los siguientes axiomas:

(1) o es asociativo. Es decir para cada cuddruple A, B, C, D € Ob(€), f € Mor(A, B),
g € Morg(B,C)y he More(C, D) se tiene que: fo(Yoh)=(fog)oh.

(2) Para cada objeto A € Ob(€) existe un elemento I, € More(A,A) tal que para todo
BeOb(¢), fe Mor¢(A,B)y g € Mor¢(B,A)setieneque [po f=fygoly=g.

Mientras no haya confusién denotaremos por Mor(A, B) := Morg(A, B).

EjEMPLOS 1.62. :

(1) La categoria € =&, de grupos, estd dada por:
e Ob(®):=Laclase de grupos
e para G,H<€Ob(®), Hom(G,H):={f :G — H|f es homomorfismo }.
(2) La categoria € =%, de esacios topologicos, estd dada por:
e Ob(T):=Laclase de los espacios topolégicos.
e para G,H <€ Ob(%), Hom(G,H):={f : g — H|f es continua }.
(3) La categoria € =91, de variedades, estd dada por:
e Ob(M) := La clase de las variedades suaves.
e para G,H< Ob(M), Hom(G,H):={f:g — H|f es suave }.
(4) La categoria ¢ =U(K), de espacios vectoriales, estd dada por:

e Ob(*U(K)):= La clase de los espacios vectoriales sobre K.
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e para G,H € Ob(U(K)), Hom(G,H):={f: g — H|f es K-lineal }.
(5) La categoria € = S9N, de variedades simplécticas, esta dada por:

e Ob(SMM):=La clase de las variedades simplécticas.

e para G, H € Ob(SM), Hom(G,H) :={f: g — H|f es un simplectomorfismo }.
(6) La categoria € = P91, de las variedades de Poisson, estd dada por:

e Ob(PM):= La clase de las variedades de Poisson.

e para G, H € Ob(PIM), Hom(G,H):={f: g — H|f es un morfismo de Poisson }.
(7) La categoria € = $), de espacios de Hilbert, estd dada por:

e Ob($):=La clase de los espacios de Hilbert.

e para G,H<€ Ob($), Hom(G,H):={f: g — H|f es ortogonal }.

DEFINICION 1.63. Sean €, &, dos categorias, definimos la categoria producto por:

e Ob(€; X C)=0b(€;)x Ob(C,).
o Homeg, xe, (A1 X Az, By X B,)= Homeg, (A1, B1) X Homg, (A3, B,).

DEerINICION 1.64. Dadas dos categorias €; ¢,. Un funtor F : ¢; — &,, consiste en los sigu-
ientes datos:
e Una aplicacién F: Ob(&;) — Ob(&,).
e Una aplicacién F : Mor(¢;) — Mor(¢&,) tal que, para f € More, (A, B) tenemos que
F(f)€ Morg,(F(A), F(B)).
Sujetos a los siguientes axiomas:
(1) F preservalacomposicion. Esdecir, siA, B,C € Ob(¢,;) f € Morg, (A, B)y g € More,(B,C)

entonces F(f o¢, )= F(f)oe, F(g).
(2) F preservaidentidades. Es decir, para todo A € Ob(¢;) tenemos: F(I4) = If).

EjEMPLOS 1.65. :

(1) Elfuntor identidad I : € — €&, dado por:

e Para A€ Ob(¢), I(A) :=A.

e Paratodo A, B€ Ob(¢), para f € Hom(A, B), I(f):=f.
(2) El funtor forget puede ir de F : SOt — IM:

e Para (0, w) € Ob(SM), F((Q, w)) := .
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e Paratodo M, N € Ob(S9M), para f € Hom(M, N), F(f):=f.
Sin embargo se pueden definir funtores forget de 91 — 91 — T, PN — N, H — L — &.
(3) Sea F:S9Mt — Pt dado por:
e Para (2, w) € Ob(SM), F((©2, w)) :=(2, {,}w)-
e Paratodo M,N € Ob(SM), para f € Hom(M,N), F(f):= f.

DEFINICION 1.66. Dadas €, &,, &5 categoriasy F: €; — &, G : €, — €3 funtores, definimos su

composiciéon Go F: €, — €3 dado por:

e Para Ae ¢, Go F(A):=G(F(A)).
e Paratodo M,N €Ob(€,)y f € Hom(M, N), Go F(f):=G(F(f)).

DEFINICION 1.67. Sean €, &,, &3 categorias. Un bifuntor F : ¢; x €, — €3 es un funtor en la

categoria producto.

DEFINICION 1.68. Una categoria simétrica monoidal consiste en una septupla (¢, ®,1¢,a,7, ,0),

donde:

e ¢ es una categoria.

©:¢x € — ¢ esun bifuntor.

1l ed.

Paracada A, B,C€Ob(€)aspc:A®(BO®C)«— (A® B)® C es un isomorfismo llamado

asociador.

Paracada A€ Ob(€),y: 1 ©A«— Ay BA® 1s < A son isomorfismos.

ParaA,B€Ob(€) 04 p5:A® B« B®A esunisomorfismo.

Estos datos estan sujetos a los siguientes axiomas:

(1) Asociatividad: Para A, B,C, D € Ob(¢) se tiene que:

(aa,Bc®Ip)oaspec,po(Ia®apcp)=adresco®aA, B,COD.
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Esto es equivalente al siguiente diagrama:

AQ® (B ® (C ® D))
AO(Bo®C)OD) (A®B)®(CoOD)
(AG(BOC)OD tancely (A0 B)OC)o D

llamado pentdagono de Mc Lane.

(2) Unidad: Para cada A, B € Ob(¢):

ILLoy=(BOIz)oaa,s-

Esto es equivalente al diagrama:

®A1y,B
A0(1:0 B) (AG1.)O B
AGB

(3) Simetrizador: Para A, B € Ob(¢), se tiene que:

OaB°0pa=1Irep Y OpaA°0ap=Ipoa-
(4) Conmutatividad: Para A, B, C € Ob(€) se tiene que:
(Oac®Ip)oaacso(Ia®0pc)=0acaBO008,CO A BC-
Que es equivalente al siguiente diagrama:

A®(BGC)

A®(C®B) (A®B)eoC

Qaa,c,B l \L O AGB,C

(A®C)® B CO(A®B)

%%

(CoA)®B

llamado hexdagono de MC Lane.



3. TEORIA DE CATEGORIAS 27

En caso de que no haya confusién tomaremos como una categoria simétrica monoidal a la

tupla (€, ®).

EjempLO 1.69. La categoria ¥ de espacios topolégicos junto con: ® := X el producto carte-
siano de espacios topolégicos, 1 :=* el conjunto de un sélo punto con la topologia discreta y

Oap:AXB— BxAdadoporogag(a,b)=(b,a), es una categoria simétrica monoidal.

EjempLo 1.70. La categoria U(K) de K-espacios vectoriales junto con ® := ® el producto
tensorial, 1:=Kyo,p:A® B— B®Adado poro,z(a®b)=(b®a), es una categoria simétrica

monoidal.

DEerINICION 1.71. Dadas (¢,0,1¢,@,7,8,0) y (D,8,19,09,79, Po,09) dos categorias simé-

tricas monoidales, un funtor F : € — © simétrico monoidal es un triplete (F, ¢, ¢;) donde:

e [:¢C— 9 esun funtor.

e Para cada A, B € Ob(€) se tiene que:

es un isomorfismo.

e Y ¢;:1p « F(1¢) es un isomorfismo.
Estos datos estdn sujetos a los siguientes axiomas:

(1) Para A, B, C € Ob(€) se satisface el siguiente diagrama:

F(A)®(F(B)® F(C))
(F(A)® F(B))® F(C) F(A)® F(B®C)
0A,B®IF(C) l l pA,BoC
F(A® B)® F(C) F(A®(Bo ()

m %'Byc)

F(A®B)o ()
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(2) Para A € Ob(€) se satisfacen los siguientes diagramas:

Ira)®p1 P1®IF(a)
FA)®1ly —— F(A)® F(1¢) lo ® F(A) —— F(1¢)® F(A)

l Bo l Pale \L D l Plg,A

F(A) F(A®1e) F(A) F(1s0A)

(3) Paratodo A, B € Ob(¢€) se satisface el siguiente diagrama:

©YAB
F(A)® F(B) =2~ F(A® B)
O D F(A),F(B) l l F(oa,B)

F(B)® F(A) =~ F(B®A)

4. Operads

En ésta seccion seguiremos a [29] para formalizar la teoria de Operads, sin embargo tam-

bién citaremos a [17], [20], [23] y [30].

DEerINICION 1.72. Un operad en una categoria simétrica monoidal (¢, ®), consiste en una

sucesion de espacios {P(n)} ey en €, junto con las siguientes aplicaciones:

e Para cada n € N una accién de S,, sobre P(n).
e Un morfismo unidad n : K — P(1) (siendo K la unidad de ¢).

e Dado n, para cada 7 = (k, ... k,) € N” se tiene una aplicacion:
Tr: P()® P(k1)®--- @ P(ky) — P(ki+---+ky)

tal que y verifique las siguientes condiciones:

e Asociatividad: Denotando K = >k, g8 = 1, g = >,_ ki, H, = f;gs_l h;j.

El siguiente diagrama conmuta:
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(Pm)@ (OL, P(K))) @ (O, Phy)) P(m)e (O, Pk (O, P(h)))
l Ty, O J{ AT g, O T ol
P(K)© (O, P(hy) P(n)© (O, P(H,))
r“m (221"}"”'2;@1’1?)

P (%5, Hy)

e Equivarianza (que permute bajo la acciéon de S,): Denotando K = Zle ks, 0€8,y
o(ki,..., k,)€ Sk lapermitaciéon de los bloques formados por los k; elementos, se tiene

que el siguiente diagrama conmuta:

P(n)e (QL, Pk,)) < P(n)o (O, P(ka()) -

Y tomando 7; € Sk;:

OT10OTh

P(m© (O, Pk)] =By (O, P(K,)) -

T1®@Ty

P(K) P(K)

¢ 1 es unidad de 7, es decir los siguientes diagramas conmutan:

P(n)®(K)" <—— P(n) K®P(n) <—— P(n)

e
P(n)®(P(1))" P(1)® P(n)

EjempLo 1.73. Dado un cuerpo K, tenemos que los datos:

e P(n)=(S,)x (El K-espdacio generado por los elementos de S,,).
[ ] T] = 1<SI>K :K_) P(].).
e Laaccién candnica de S, sobre (S, ).

e Parac, €S,, 0 €Sk, ..., Ok, €Sk,:

7(On®0® - ®0T,)=0n(0k XX 0,)
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conforman un operad en la categoria Modx.

DEerINICION 1.74. Al operad dado en el ejemplo 1.73 le llamaremos el operad asociativo de

Ky le denotaremos por Assk.

EjeMpLo 1.75. Dado un cuerpo Ky un K-espacio V, tenemos que los datos:

e P(n)=Mor(V®",V).

e 1: K— P(1)=Mor(V,V)definida para k € K como n(k)(v)=k-v paraveV.
¢ 0, f(11®®y)=f(Vs,1® - ®Vs,n)-

* 1(fn®fr, ® @ fi,)=fulfr, ® - ® fi,)

conforman un operad en la categoria Modx.

DEFINICION 1.76. Al operad dado en el ejemplo 1.75 le llamaremos el operad de endormor-

fismos de V 'y le denotaremos por End(V).

EjempLO 1.77. Sea B = {x € R%\||x|| < 1} el disco unitario de dimensién d. Consideremos

los siguientes datos:

e Sin>1,Cy(n)={(By,..., B,) discos contenidos en BY\B;NB; =0 Vi, j}
y C4(1) = {*} un punto.
Cada configuracién de C,(n) se le puede asignar un punto de (B4)" x (0,1)", donde las
primeras coordenadas designan el centro de los discos y las dltimas los radios corres-
pondientes. De ésta manera C,(n) se puede considerar como un subconjunto de
(B%)" x (0,1)" y dotarlo de una topologia. En éste caso tomaremos C;(1) = {0 x 1} por

cuestiones de simplicidad.

e 1:id.
e Laaccién de S,, estd dada por la permutacion en la numeracion de los discos.
e Lafuncién y: P(n)x P(k,) x --- x P(k,) consiste en “meter” los discos con k; discos, en

el disco con 7 discos, de manera ordenada, como se muestra en la figura:
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=
{"’ \ \\I f'f// \ \
. g ({ |
\\\ ./’:::‘:/r/ F\ )II \\\\___ _’,A/'/:\.?IJ
( )\ )/ N
\\____A \____.//’
~
Que utilizando éste espacio como (B?)" x (0,1)" y tomando 1 < i < n podemos
escribir:

r(xi X 13,5 X 13.) = (X0 + 135, X 1i75,).

Estos datos conforman un operad en la categoria Top.

DEerINICION 1.78. Al operad dado en el ejemplo 1.77 le llamaremos el operad de los discos

en d y le denotaremos por C,.

DEFINICION 1.79. Dados dos operads (P(n),y?,n?) y (O(n),y°,n°) en una misma categoria
simétrica monoidal ¢, un morfismo de operads es una sucesion de morfismos en €,

¢, : P(n)— O(n) tal que, éstos satisfacen las siguientes condiciones:

e Compatibilidad con la unidad:
p1(n")=n°.
e Compatibilidad con la accion simétrica:

(Pn(o'n : pn) =0p- (Pn(pn)»

paratodoneN, o0, €S,y p, € P(n).

e Compatibilidad con y:

.....

paratodo n €Ny (k,...,k,) €N".

DEFINICION 1.80. Dado un Operad P, y un K-espdcio V. Una P-élgebra sobre V constituye

en un morfismo de operads entre Py End(V).
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EjempLo 1.81. Dado un espacio topolégico X y un punto fijo p € X y K un cuerpo de carac-
teristica cero. Definimos, (X, p)= ({f:[-1,1] = X\ f(—1)= f(1) = p})x.
Sobre ,(X, p) podemos definir una C, -algebra con el morfismo de operads ¢ : C; — End (X, p))
dado por:

r((xi,10), fi)(x) = [il=) si x—xi<r

p Si no

Este tipo de dlgebra posee una estructura de A, -adlgebra, o de un dlgebra asociativa por Homo-
topias. En éste trabajo no entraremos en detalle sobre éstas dlgebras, sin embargo, si el lector

estd interesado puede revisar [23] y [29].

TEOREMA 1.82. Dado V un K-espacio. Toda As sk -dlgebra sobre V es un dlgebra asociativa

sobre la estructura de espacio en V

Demostracion:
Sea ¢ : Assx — End(V)una Assk-algebra, denotaremos m := ¢(1,2) € End(V® V, V). Observe

que ¢ debe cumplir lo siguiente:

e Para todo k €K se tiene:

ei1(n*=(k) = nfriV(k),

ei(k(1)) = kldy

por lo tanto ¢,((1))=Idy.

¢2((2,1))(a, b)=(2, )¢.((1,2))a, b)=(2,1)- m(a,b) = m(b, a).

Ademads para todo o, €S, se tiene que:

Spn(o-n) =0, Son(Ln);

siendo (¢, la permutacion identidad en S,,.
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e Luego se sigue:

p3(r(1,2)®(1,2)@(1))) =¢s((1,2,3))= ¢s(r((1,2)®(1)®(1,2))

7(p2(1,2)® 2(1,2) ® p1(1)) = 7(p2(1,2)® p1(1) ® p,(1,2))
y(ime@m®Ildy) = y(m®Idy ® m)
mm®Idy) = m(Ildy® m)

Es decir, m cumple la asociatividad. Y ademads se induce que los demds valores de ¢ quedan

completamente determinados por m. En conclusién (V, m) es un dlgebra asociativa. .

DErINICION 1.83. Dado un espécio topolégico X, el complejo de cadenas de X, Chains*(X)

estd dado por:

o Chains*(X); = <Z?=1 nifi ‘n;€Z ,neN ,f;:[0,1]% —’X>'
Junto con la relacién:
- foo =|o|f para toda permutaciéon o.
— foPrir_;=0donde Pry_,:[0,1]* — [0,1]%! es la proyeccion.

¢ El diferencial estd dado por: definen el diferencial en Chains*(X) dado por:

k
de(f)=) (-1)'Dif — Uif,
i=1
donde:

Dif(xly-'-rxk—l):f(xlw'-;xi—lro)xi---)xk—l))

Uif(xly---»xk—l):f(xly---;xi—l; LXi...,Xk—1),

paratodo f e Chains®*(X)x.

OBSERVACION 1.84. Si tomamos una variedad X de dimension d entonces la propiedad de

foPri_; =0implica que:
Chains‘(X)_k:<Zf:1n,-f,- 'n;€Z ,neN ,fi:[O,l]k—>X>=0

sik>d.
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Dada una familia de espécios topolégicos {X;};<;>¢, existe un morfismo de médulos:
A:®% (Chains®(X;))— Chains*(IIf_ X;)
f1®®fk_)fl X oo ka

DEFINICION 1.85. Dado un operads topolégico (P(n),y,n) un dg-Operad de cadenas consiste
en el operad sobre la categoria de los médulos diferenciales graduados, dado por:
(1) Chains(P)(n)=(Chains*(P(n)),dc).

(2) Laaccion extendida de y por A, es decir Ycpains =70 A.

Utilizando ésta definicién podemos asignarle al operad C; un complejo y calcularle su ho-
mologia. De ésta manera se puede probar que la homologia de las dlgebras A, o C,-dlgebras,
son algebras asociativas. Y mds aun, en el siguiente capitulo afirmaos que la homologia de las

C,-algebras son 4lgebras de Gerstenhaber.



Capitulo 2

Teorema de Kontsevich

En éste capitulo veremos relaciones entre la teoria de deformacion, las variedades de Pois-
son y los operads, ademdas enunciaremos y mostraremos un esbozo de la demsotracioén del teo-
rema de Kontsevich. Empezaremos por introducir éste teorema. Fijemos M como una variedad
y denotemos Ay, := C*°(M). Dada una deformacion de A, generada por:

m= m0+m1t+2mnt”,
nx2

la asociatividad de m induce que el siguiente operador bilineal simétrico:

e m(f,g)—m(g,f)
{f, g} =1im ”

t—>0

:ml(f,g)—mﬂg’f),

que satisface Jacobi y Leibniz. De ésto se deduce que toda deformacién genera un corchete de

Poisson.

Por otro lado, existen corchetes de Poisson que generan deformaciones:

DEerINICION 2.1. Dada (M, {—, —}) una variedad de Poisson. Un producto estrella sobre Ay,

es una aplicacion bilineal x, : Ay X Ay — Ap[[£]]:

[ e g:Ztka(f»g),

k=0

tal que:

e C; esun operador bidiferencial en Ay,.

e X, es asociativa.

e Co(f,8)=f-8gyCi(f,8)—Ci(g f)=1f g}
o lx, f=fx1=f.

Observe que todo producto estrella es una deformaciéon del producto usual en Ay. Y la

condicion Ci(f, g)—Ci(g, f)=1{f, g} es equivalente a:

[f,8]=f* g—g=* h=rtif, g}+O(h"),

35
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por lo tanto el producto estrella genera [—,—]/f que es una deformacion de (A, {—,—}) como

dlgebra de Lie.

En otras palabras, el producto estrella x, es una deformacién de A, cuya deformacién nat-

ural de 4lgebra de Lie, dada en 1.9, es una deformacion del corchete de poisson {—, —}.

EjempLO 2.2. (Producto Moyal)

e Si M =1RR?, para el corchete de Poisson:

of dg of og
3x1 5x2 5x23x1 ’

Se tiene el siguiente producto estrella:

f*tg Z nfangtn .

!
=~ Jx;' dx; n!

if gt=

¢ De manera mds general, tomando a M = R", para el corchete de Poisson:

0
{f g} Zal]af a-f]

i<j

Se tiene el producto estrella:

okf okg tn
f*tg_z Z an]]- atk]ka .,

. } |
Py ...0x;, 0x;,0xji n!

En éste caso se pueden tomar diferentes productos estrella, pero todos son equiva-

lentes en el sentido de deformaciones.

DEerINICION 2.3. Una deformacion m de Ay, se llama diferencial si los elementos m; que

conforman la deformacion, con i > 1, son operadores bidiferenciales.

TeOREMA 2.4. (Teorema de Kontsevich) Dada una variedad M, existe un quasi isomorfismo
entre:

¢ : Pois(M)— Star(C™(M)).

Siendo Pois(M) el espdcio de todos los corchetes de poisson sobre C*(M) y Star(C>(M)) las de-

formaciones diferenciales de C*(M)

Con respecto a la demostracion de éste teorema debemos tomar en cuenta lo siguiente:
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e Como se requiere que los elementos de la deformacién sean operadores bidiferencia-
bles, no se utilizara el complejo de Hochschild completo, si no, el subcomplejo de op-
eradores multidiferenciales denotado por MODi f(A) el cual veremos mds adelante.

e El teorema de Hochschild-Konstant-Rosenberg indica un isomorfismo entre Pois(M)
y la homologia de MODi f(A).

¢ El teorema de Kontsevich-Tamarkin dice que existe una funcion entre la homologia y

el complejo de Hochschild, que induce un isomorfismo en la Homologia.

A continuacién mostraremos con mas detalle los teoremas de Hochschild-Konstant-Rosen-

berg y de Kontsevich-Tamarkin.

1. Teorema de Hochschild-Konstant-Rosenberg

1.1. Operadores Multidiferenciales.

En ésta seccion seguiremos a [14] y [27], para mostrar la estructura de los operadores mul-
tidiferenciales. Ademads se tomara a K como un cuerpo de caracteristica cero, A como una K-

dlgebra y (C*(A), dy) como su complejo de Hochschild.

DEFINICION 2.5. Sea D : A — A un morfismo de K-espacios. Diremos que D es una derivaciéon

si, y s6lo si, cumple con la siguiente ecuacion:
D(a-b)=D(a)-b+a-D(b),

Llamada ecuacion de Leibniz. Al conjunto de derivaciones de A lo denotaremos Der(A).

EjempLo 2.6. Dado A = C*®(R), Der(A) es el R-espacio generado por el operador lineal
D(f)=f".

EjeMpLO 2.7. Dada una variedad M de dimension n, A=Ay y v € R". Tenemos que:

Dy(f)=(v,0:f),

es una derivacion en Ay,. Luego veremos que Der(Ay) ~ X(M).
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PrROPOSICION 2.8. Si 1 € A es la unidad de A, entonces para todo D € Der(A) se tiene que

D(1)=0 y por tanto para todo k €K se tiene que D(k)= D(k1)=0.

PROPOSICION 2.9. Las derivaciones de A son los elementos del kernel de dy que tienen grado

cero, es decir Der(A)=Ker(dg)NC(A),.

Demostracion: Sea D € C(A);, D € Ker(dg) si, y s6lo si:
dp(D)(ao, a1)= aoD(a,)+ D(ag)a, — D(aga,) =0

porloque D e Ker(d)si, ysélosi, D€ Der(A). °

OBSERVACION 2.10. Como Der(A)= Ker(dy)N C(A); entonces Der(A) es un subespécio de

Ker(dy)yde C*(A).

DEFINICION 2.11. Definiremos al producto cup sobre C*(A) como la operacion binaria

U:C(A); x C(A); — C(A);4+; dada por:

fug==1)"m(feg).

TeEOREMA 2.12. Dada A una K -dlgebra y sea C*(A) su complejo de Hochschild. Entonces
(C*(A),U,dy) es un dlgebra diferencial graduada.

Demostracion:

Note que en éste caso el grado de f € C(A); esiynoi—1.

e La asociatividad de U se sigue de la asociatividad de A.
e Hay que ver si el diferencial de Hochshild dy es una derivacién con respecto a U:

Sea feC(A),ygeClA)n:

du(fuglao,...,amn)=
= Olof(ch ®"'®an)g(an+1®"'®an+m)+

+(_1)m+n+1f(ao X an—l)g(an Q- an+m—1)an+m +
n—1

+D (D) (@@ ® 1011 @+ ® A1) g (Ani1 ® @ Apim) +
i=0
m+n

+D D f(a0® B a,1)g(a, @ @A @ @A) +

i=n
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n—1
= (aof(al ®---®an)+2(—1)if(ao®~-®aiai+1 ®---®an)) g(an ® - ®@anim)+

i=0

H=1D)"?f(ag® - ®an-1)a,8(An41 @+ @ Apim)+
+H=D)""flag® - ®an-1)a,8(Ant1 @+ @ Apim)+

+(=1)"" f(ao® - @ an—1)-
) (Z(_l)i+1g(an DREE ®aiai+1 X ® an+m)+(_1)mg(an K& an+m1)an+m)

i=0

= ((dufHug)+(=1)"(fU(dng)) (Ao ® ® Amin).

y con ésto queda demostrado. .

DEerINICION 2.13. Definiremos al dlgebra de multiderivaciones de A como la subélgebra de

(C*(A),u) generada por Der(A), y serd denotada por M Der(A).

OBSERVACION 2.14. M Der(A) es una subdlgebra graduada de C*(A):
MDer(A)=EPMDer"(A),
neN
dénde MDer"(A)=MDer(A)NC(A),.
EjempLo 2.15. Tomando A := C*(R")y v, w € R". Se tiene que D, U D,, dado por:
D,UD,(f,g)=<v,0:f >-<w, g >,

para todo f, g € C*(R"), es una multiderivacién de A.

TEOREMA 2.16. Dada A una K-dlgebra y (C*(A),dy) su complejo de Hochshild se tiene que
MDer(A) es un subespacio de Ker(dpg).

Demostracion:

Por lo visto anteriormente MDer!'(A) = Der(A) C Ker(dy). Supongamos por induccion

que MDerk(A)c Ker(dy) para todo k < n.
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Luego, sea A € MDer™(A). Por la definicién de M Der(A) se tiene que A se puede escribir

como:
A :ZaiDi U5i,

dénde a; €K, D; € Der(A)y 6 € MDer*(A).

Ademas se tiene que:
dp(D;V6;)=dp(D;)U6; —D;Udn(6;)=0,

por lo tanto, se concluye que:

dH(A) = 0)

yAeKer(dy). °

DEeFINICION 2.17. Definiremos al espacio de operadores diferenciales de A como el espécio

generado por combinaciones lineales de elementos de la forma:
Dyo--0Dy,
dénde Dy, ..., Dy € Der(A). A éste espacio lo denotaremos por ODi f(A).
Dado g € ODi f(A), entonces g se puede escribir como:
k
g ::ZaiDi o...oDll:,
i=1
dénde Dj € Der(A).
DEFINICION 2.18. Dado:
k
g ::ZaiD{o.--oD;' €0Di f(A).
i=1
Diremos que k es el orden de g.

DEFINICION 2.19. Definiremos al dlgebra de operadores multidiferenciales de A como la sub-

dlgebra de (C*(A),U) generada por ODi f(A), y serd denotada por MOD:i f(A).

Un elemento de MODi f(A) tendrd grado dado por el complejo de Hochschild y orden dado

por el elemento de mayor orden en ODi f(A) entre los elementos que lo generan.
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DEFINICION 2.20. Los elementos de grado n en MOD:i f(A) los denotaremos por MODi f(A)

y los llamaremos n-operadores diferenciales.

OBSERVACION 2.21. MOD:i f(A) es una subélgebra graduada de C*(A):
MODi f(A)=EPMODif"(A),
neN
dénde MODi f"(A) = MODif(A)N C(A),. Y a su vez MDer(A) es subélgebra graduada de
MOD:i f(A).

EjempLo 2.22. Tomando A := C®(R")y u, v, w € R". Se tiene que D, U(D, o D,,) dado por
Dy, U(DyoDy)(f,8)=<u,0cf > (v, (< w, g >)),
para todo f, g € C*(R"), es un operador multidiferencial de A.
TeEOREMA 2.23. (MODi f(A),dy) es un subcomplejo de(C*(A), d ).

Demostracion:

Observe que para todo Dy, ..., D, € Der(A) se tiene que:

du(Dyo---oD,)a®b)=

= a(Dyo---0Dy)(b)+(Dyo---0Dy)a)b—(Dyo---0Dy)ab)

n—1
— —Z Z Dy (a)Dy<(b),

k=1lscl}

donde I es el conjunto de combinaciones de k con n elementos, [¢ = (I5)° = {1,...,n}\l; y
D;,.i, =Dj o---oD; . Esto muestra que d ;(ODi f(A)) C MODi f(A).

Luego, todo elemento A € MODi f(A) es una combinacién lineal de elementos de la forma:
AjU---UA;,
dénde A,,...,A; € ODi f(A). Observe que:

dH(AIU---UAS)=ZA1U---U(dHA,-)U---UAS,

i=1
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ycoémo dyA; € MODI f(A), se tiene como resultado que dy(A;U---UA;)€ MODi f(A). Y final-
mente se concluye que d (M Di f(A)) C MDi f(A). .

1.2. Teorema de Hochschild-Konstant-Rosenberg.

A partir de ahora fijaremos M como una variedad y denotaremos A, := C*(M). El siguiente
teorema, a pesar de ser un resultado bésico de geometria diferencial, es muy importante en éste

trabajo.
TEOREMA 2.24. El espacio Der(C*®(M)) es isomorfo a X(M).

La demostracion se puede encontrar en [24] y en [26]. Por otro lado, observe que todo
corchete de poisson {—,—} es una aplicacién simétrica bi diferenciable, y por lo tanto

{—,—}eDer(A)ADer(A). En el caso de una variedad M el corchete pertenece a X(M) A X(M).

Ademads observe que M Der(A)) es isomorfo al dlgebra tensorial de X(M), es decir:

MDer(Ay)=EP(Der(Ay))®" ~PE(M))E",
de la misma manera podemos ver lo siguiente:

Alt(MDer(Ay)) = PR = A*X(M).
k

Y tomando M =R", todo elemento f € MDerP(Ay) se puede escribir como:
0 ur 17 Up

fluy, - up)= Z filmipﬁ“' ax.
11 lp

irip
dénde:
fi1"'ip :f(xil"“ ’xin)‘
PrROPOSICION 2.25. Si M = R", para todo f € MDer(Ay) existen g € MODif(Ay) ¥y
ac N Der(Ay), tales que:

f:ng+a.
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Demostracion:

Tomemos f € MDerP(Ay), el cual se puede escribir como:

du, Ju
f(uly'“ Zfl] lp 1"' p.

= ox;, 0x;,

Para o €S, definimos:

(O uy, - up)= flug-1ay, ", Uo-1(p))-
Si 7 € §, es una transposicion de dos elementos consecutivos i,i + 1 tomaremos a
¢ (f)e MDifP~1(Ay) como:

ﬁzui
0x,0x;

Oo(f) 1t tpr) = (1) D fUree, Uiy, X Xy Ui, Up-1)
s

Notese que:
dp(@(f)=f+7f.
Ademads si 71,7, €S, transposiciones de enteros consecutivos, se tiene que:

dp(®: (72f) = @, ()= —T172(f).
De donde, siguiendo con ésta operacion se puede definir un ®,(f) para todo o €, tal que:
Au(®(p))=f—sign(o)of.

Finalmente sea:

O(f):= Z o (f),

De donde:
f = du@()+ 528 sign(@)of,
= B ALIP)
Donde es claro que g := ®(f) € MODi f(Au)y @ :=ALt(f) € A*Der(Apy). .

LEMA 2.26. Si M = R", en el complejo (MODi f(Ay),dy) se tiene que, para todo elemento
feKer(dy) existe g € MODi f(Ay) tal que f — dy(g) sea de primer orden en su primera vari-

able, es decir:
f—adu(g) =ZXi uD;,

para algun X; € Der(A) yD; € MODi f(A).
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La demostracién de éste lemma se puede encontrar en [14].

TeEOREMA 2.27. Si M = R", para todo k, en el complejo (MODi f(An), dn) Se tiene que para
cada elemento f € Ker*(dy) existe g € MODIi f(Ay) ya € Alt(MDer(A)) tal que:

f=du(g)+a.

Demostracion:

Usaremos induccion en el grado de f. Para un elemento f de grado 0 ya hemos probado que

si dy(f)=0entonces f € Der(A) entonces, tomando g =0y a = f se tiene que f =dy(g)+ a.

Supongamos que nuestra hipétesis es cierta para todo elemento de grado k — 1. Sea

feKer(dy)de grado k, por el lema 2.26 se tiene que existe g’ tal que:
f-du(g)=) X:uD;,

para X; € Der(A) linealmente independientes y D; € MODi f(A). Como dy(f)= 0 tenemos que
dy(D;) = 0. Usando la hipétesis inductiva existen g; € MODif(Ay)y a; € Alt(MDer(A)) tal
que D; =dy(g;)+ a;. Luego:

f = dH(g/)+ZdH(Xi ugi)+X;Ua;,

dy (g/"‘ZXiUgi) +ZX1'UOH

La dltima parte de la ecuaciéon es un elemento de M Der(A) asi, usando la propisicion 2.25, debe

existirun g*€ MDer(A)yun a € Alt(MDer(A)) tal que:
ZXi Ua;=dgy(g")+a,

y finalmente:

f=dy (g’+g*+ZXiUgi) +a.

Con lo que se concluye la demostracion. o
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TeOREMA 2.28. (Hochschild-Konstant-Rosenberg) Dada M una variedad compacta, en el com-
plejo (MOD:i f(Awm), d ) se tiene que para todo elemento f € Ker(dy) existe g € MODi f(Am) y
a €N X(M) tal que:

f=du(g)+a.

Demostracion:

Sea (U,, p») una particion de la unidad. Entonces todo f € Ker(dy) se puede escribir como:

=D psf.
)
Por el lema 2.27 se tiene que existen g, € MODi f(Ay)y ay € A*X(M) tal que:

prf =du(gr)+as.

Por lo tanto tomando:

gZZg/x, (Z:ZO%

tenemos que f=dpy(g)+acon g€ MODif(Ay)y a € AX(M). o

CoROLARIO 2.29. (Hochschild-Konstant-Rosenberg) Dada M una variedad compacta se tiene

que la homologia del complejo(MODi f(An), d i) es isomorfa a \*X(M).

Demostracion:

Por el teorema 2.28 se tiene que:

Ker™(dy)

m = @/\”De r(Ay) = AN X(M).

n

H(MODi f(Ay),dr)=ED

[ ]
Finalmente, todo corchete de Poisson sobre M es un elemento de (X(M))'? C A*X(M), por
lo cual todo corchete de Poisson representa a un elemento en la homologia de Hochschild de

MODi f(Ay).

2. Teorema de Kontsevich-Tamarkin

Para la demostracion de éste teorema se utiliza la estructura de operads y las dlgebras de

Gerstenhaber. Empezaremos por introducir las dlgebras de Gerstenhaber.
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2.1. Algebras de Gerstenhaber.

DEerINICION 2.30. Un algebra de Gerstenhaber consiste en una terna (L, U, [—,—]) donde:

e [ esun K-espacio graduado.
e U es un operador bi-lineal de grado cero.

¢ [—,—] es un operador bilineal de grado —1.
Ademds éstos elementos estdn sujetos a los siguientes axiomas:

(1) Ues asociativo.

(2) Ues conmutativo, es decir, para todo a, b € L se tiene que:
aub=(-1)"phua.
(3) [—,—] es antisimétrico, es decir, para todo a, b € L se tiene que:
[a,b]=~(=1)*"""V[b,al.
(4) [—,—] satisface jacobbi, es decir, para todo a, b, c € L se tiene que:
[a, [b,c]) = [[a,b], c] + (=1} V[b, [a,c]]
(5) Uy [—,—] satisfacen poisson, , es decir, para todo a, b € L se tiene que:
[a,buc]=[a,blUc+(-1)"""hula,c]

TeorEMA 2.31. Dada M una variedad compacta, H la homologia del complejo(MODi f(Am), d ),
U y[—,—] el producto y el corchete usual sobre C*(Ay) y-= Al t(V). Se tiene que (H,-,[—,—]) es un

dlgebra de Gerstenhaber.

Demostracion:

Sélo falta ver que - y [—, —] satisfacen Poisson.

Seana,b,ceL
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la,b-c]—[a,b]-c—(-1)aVbp.[a,c]=

= [a,buc]l—[a,b]uc—(—1)4pyla,c]
—[a,cUbl+cUla,b]+(-1)%[q,club
= ao(bUc)—(aob)Uc—bU(aoc)

—ao(cub)+cU(aob)+(aoc)Ub

y como a es un diferencial,

[a,b-c]—[a,b]-c—(-1)@Pp.[a,c]=0.

TeOREMA 2.32. Siendo H(C,) es la homologia de Chains(C,) se tiene que las H(C,)-dlgebras

son dlgebras de Gerstenhaber.

La demostracion de éste teorema se puede encontrar en [10], ésta demostracion consiste
esencialmente en una homotopia entre el Operad C, y la coleccidon de n puntos distintos en el

disco unitario, luego en una homotopia entre la coleccién anterior y S; de donde:

H(C))~H(SY)Y~Ku®KA~Gers(2).

Doénde u representa la multiplicacién y A el corchete.

2.2. Teorema de Kontsevich-Tamarkin.

DEerINICION 2.33. Dado C un complejo, diremos que C es formal si existe un morfismo de
complejos ¢ : H(C)— C tal que su accién en la homologia Hy : H(C) — H(C) sea un isomorfis-

mo.

El teorema de Kontsevich-Tamarkin fue princpialpemte planteado y demostrado por Kont-

sevich de la siguiente manera:
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TEOREMA 2.34. Dada M una variedad compacta, sea Ay := C*(M) y C := MODif(Ay) el
subcomplejo de Hochschild de A, entonces existe un morfismo de dlgebras graduadas ¢ : H(C) —
C tal que su reduccion a la homologia Hy : H(C) — H(C) sea un isomorfismo de dlgebras gradu-

adas.

Este teorema es llamado teorema de formalidad de Kontsevich, pues dice que el complejo
C := MOD:i f(Ay) es formal. Pero Tamarkin realiza en [33] la demostracién de éste teorema
con otro planteamiento. En éste trabajo nos guiaremos en [15] para mostrar un esbozo de la
demostracion del planteamiento de Tamarkin. Basicamente ésta demostracién consiste en los

siguientes teoremas:

TeOREMA 2.35. El operad Chains(C,) es formal; es decir, existe un quasi isomorfismo

a:H(Cy)— Chains(C,)
Ver [33].

TEOREMA 2.36. Existe una accion natural del operad Chains(C,) sobre el complejo

C := MODi f(Ay).

Este teorema es conocido como la conjetura de Deligne y fue demostrado por Kontsevich
y Soibelman en [17]. No presentaremos la demostracién de éstos teoremas por lo largas que

resultan.

TEOREMA 2.37. Sea V un un K -espdcio finito dimensional, A .= SV el dlgebra exterior de V,
C*(A) el complejo de Hochschild de A, y G un dlgebra de Gerstenhaber diferencial graduada tal
que H(G) ~ H(C*(A)) entonces G es formal.

Ver [33].

TeOREMA 2.38. (Kontevish-Tamarkin) Para cada K dlgebra asociativa A, existe una dlgebra
diferencial graduada de Gerstenhaber G tal que:
e H(G)~ H(C*(A)).
e G estd ligado a C*(A) por una secuencia de quasi-isomorfismos de dlgebras diferenciales

graduadas.
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éste teorema demuestra la formalidad de C pues:

H(C)~H(G)—G—C.
Para mostrar un esbozo de la demostracion denotaremos Lie al operad que genera las alge-
bras de Lie y, dado el hecho que toda dlgebra de Gerstenhaber también es un dlgebra de Lie, se
tiene que existe un morfismo de operad de Lie — H(C,). Mds atin, como H(C*(A)) es un édlgebra

de Gerstenhaber, se tiene que existen morfismos de operads A y ¢ tal que el siguiente diagrama

conmuta:

A
Lie —— End(H(C*(A))) .
|
H(G)
Por otro lado C*(A) es un dlgebra de Lie, por lo cual existe un morfismo de operads
A: Lie — End(C*(A)). En la demostracion de 2.38 Tamarkin muestra que ¢ induce un mor-

fismo ®: C, — End(C*(A)) tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

A
Lie — End(C*(A))
L
H(C)
Este morfismo ® est4 dado por dos morfismos ® = ®, o ®, dénde:

e &,: H(C,)— Chains(C,) estd dado por la formalidad de Chains(C,).
e &,:Chains(C,) — End(C*(A)) estd dado por la conjetura de Deligne.

Y finalmente el G del teorema 2.38 es la restriccion sobre @ al dlgebra C*(A).



Capitulo 3

Cuantizacion

Los formalismos Lagrangianos y Hamiltonianos ayudan ala comprensién y al estudio matemati-
co de fenémenos fisicos. En éste capitulo veremos brevemente en que consiste cada sistemay

su relacion con las variedades simplécticas. Con éste propoésito seguiremos a [7] y a [32].

Luego seguiremos a [13] para mostrar brevemente en que consiste la mecdnica cudntica,
la nocién de cuantizar y las razones para describir éste proceso como un funtor, y finalmente

mostraremos que la cuantizacién de Schrodinger no puede ser descrita de manera funtorial.

Para concluir éste capitulo mostraremos en qué consiste la cunatizacion por deformaciény

su relacién con el teorema de Kontsevich. Para ésto seguiremos a [15] y [8].

1. Mecanica clasica

1.1. Sistema Lagrangiano.

El espédcio donde ocurre algiin fenémeno fisico, puede representarse mateméaticamente co-
mo una variedad M. El principal objetivo de la mecénica clasica es encontrar las curvas que

describen el movimiento de las particulas sobre el espécio.

Si una particula sobre M se encuentra en una posiciéon x, € M, y luego de un tiempo se
encuentra en una posicion x; € M, consideraremos el siguiente conjunto:

PIM)Y ={feC>(0,1,M) /| 70)=% y 71)=x}

que representa todas las posibles curvas que pudo tomar la particula. Un elemento de éste con-

junto, representa el camino que toma la particula para ir desde x, hasta x;.

50
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Para saber cudl curva representa el movimiento de la particula, hay que tomar en cuenta el
"principio de minima accién". Este principio viene de la observacién fisica y dice que el camino

que toma una particula es el minimo de una funcién S: P(M );{1) —R.

Teniendo ésto en mente definiremos lo que es el sistema Lagrangiano, para luego mostrar

el criterio que se utiliza para saber cudl curva describe el movimiento de la particula.

DErINICION 3.1. Llamaremos sistema Lagrangiano a un par de elementos (M, L) donde:

e M es una variedad suave de dimension finita 7.
e [ :RxTM — R es una funcion diferenciable a la que denominaremos funcién la-

grangiana.

DEFINICION 3.2. Diremos que una curva 7y : [0,1] — M es una curva de movimiento, siy s6lo

si, es un minimo de la funcion S: P(M)}! — R dada por:

1
S(f):=f L(z,7(t),7(t))dt.
0

Continuaremos con un teorema que nos indica, una condicién necesaria y suficiente que

deben cumplir las curvas de movimiento.

TEOREMA 3.3. Dado: (M, L) un sistema lagrangianoyy : R — M una curva. g es una curva de

movimiento del sistema si, y solo si, satisface las siguientes ecuaciones:

oL o d (JL oy
denominadas ecuaciones de Euler-Lagrange.

Demostracion:
El conjunto P(M )j‘;; posee una estructura de variedad de Frechet, por tanto existe una nocién
de diferenciabilidad sobre P(M );; De ésta forma, 7, € P(M )ﬁ:(l) es un minimo de S si, y sélo si,

para toda curva [':(=6,6)—P(M )f;; cuyo valor en 0 sea 7 [T(0)= 7o) se tiene que:

d .
(3.1 —[e=0S(I';)=0.
de
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Observe que toda curva I: (=6,0) —» P(M )f;; se puede representar como una funcién de dos

variables T' (t,¢), tal que, para cada ¢ fijo, fg(t) = f(t, €p) representa una curva sobre M.

Ademds I(¢, €) se puede expresar' como:
(3.2) [(t,e)=7(t)+eh(t).
Finalmente, de la ecuacion (3.1) tenemos:

d L
0 = —|e=oST.
g le=0S(e)

d 1 :
= o (J L(r,fe,ﬂ)dt)
de 0
1 .
Lot LT, OLJTy,
= — dt,
JO (ﬁt aﬁzl.:(axi Je %, de ))
luego integrando por partes (U = y av = ar,) y utilizando (3.2) nos da como resultado que:
oL 0T d 0L T,
dt —h
Jz(ﬁxl J¢ (dtﬁx) ag) +Za =

Por otro lado, dado que I'(¢,€) es una curva sobre P(M )j%, se tiene que:

I'(0,8) =1, eh(0)=T(0,&)— 7(0) =%y — % =0. h(0)=0,
(3.3) . = . . = .
I'(1,e)=x,. eh(l)=x,—x,=0. h(1)=0

Y asi tenemos que:

1 .
OLOT. (d dL\ aT,,
0 = JZ(a_x,-as (dr58) 5
B Z d oL 8F,~€dt
N 5x, dt ox; de
Esto se cumple para toda curva de curvas I';(¢) si, y sélo si:

oL _d (oL)_
3xi dt 3x, -

lel lector puede pensar en una expansién de Taylor en la variable £ centrado en & =0
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EjeMPLO 3.4. SIM=RyL= m¥ _ p(x), la ecuacién de Euler-Lagrange se escribe como:

2
JP d .

Pensando en F = % como una fuerza, tenemos la segunda ley de Newton.

Ademas del criterio de Euler-Lagrange, existen otros criterios para encontrar curvas de

movimiento. Uno de éstos consiste en buscar las superficies en donde yacen éstas curvas.

DEFINICION 3.5. Sea (M, L) un sistema lagrangiano. Se dice que una funcion I : Rx T(M) — R

es una integral de movimiento de (M, L) si, y s6lo si:

d o
=71 7(), (1) =0,

para toda curva de movimiento . .

Sil:RxT(M)— R esunaintegral de movimiento, entonces las curvas de movimiento yacen

sobre superficies de la forma:
I'(C):={(t,%,¥)eRx TM / I(t,X,%)= C},

donde C es una constante.

DEeFINICION 3.6. Dado un sistema lagrangiano (M, L), 1a energia de éste sistema es una fun-
cion E:R x T(M)— R dada por:

oL

Xi=——L.
: ﬁxi

E(t,%,%) =

La energia es uno de los ejemplos mds comunes de integral de movimiento. Sin embargo, la

energia es una integral de movimiento sélo bajo ciertas condiciones.

PropoOSICION 3.7. Dado (M, L) un sistema lagrangiano. Si Z—f = 0, entonces la energia es una

integral de movimiento.
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Demostracion:

Utilizando las ecuaciones de Euler—Lagrange tenemos que:

Z dx; 0L __aL _dL_ dL
dt 8xl "oxi dt  ot’

EjempLo 3.8. Si M =Ry L= =~ — P(x), la energia se escribe como:

E(t,x,X):=

+ P(x),
es decir energia cinética mds energia potencial.
Para encontrar otras integrales de movimiento, tenemos el siguiente teorema:

TeEOREMA 3.9. (Emmy Noether) Sea: (M, L) un sistema Lagrangiano, g, : M — M un flujo y
N:Rx T(M)— R la funcién dada por:

N(t,%,%):= Zé’ l(txx)(
L(t, g5(3),(g:)%) = L(¢, %, X) Vs,

Si g satisface la siguiente ecuacion:

entonces N es una integral de movimiento.

Demostracion:
Sea x(t) € M una curva de movimiento. Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange obten-

€1mos:

0=

OL(1, g(H(1)) (8F(1) _ d (- 2L (28!
s dt oxi\ 0Os

d o
|s=0)) =~ N, x(2), X(2)).

[ ]
Por otro lado, analizando ésta demostracién, podemos observar que el resultado % = %N
depende solamente de la ecuacion de Euler-Lagrange, sin importar qué condicion satisfaga g;.

De ésta forma se puede generalizar el teorema de Emmy Noether de la siguiente manera:

ProprosICION 3.10. Sea: (M, L) un sistema Lagrangiano y gs : M — M un flujo. Si existe una

funcion K : R x T(M) — R que satisfaga la ecuacion:

oL 3} Yo d
g(t,gs(x(t)),(gs)*(x(t)))—EK(t,x(t),x(t)),
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para toda curva de movimiento X(t) € M, entonces la funcién dada por:

es una integral de movimiento.

Demostracion:

Sea xX(t) € M una curva de movimiento, entonces

dI—dN dK—O
dt  dt dt

aL _
as

OBSERVACION 3.11. Observe que si K = N + C con C constante, cumple la condicién

%K pero la funcién integral es una constante... y no nos da ninguna informacién.

EjeMpLo 3.12. Unade lasleyes de Kepler dice que la velocidad angular de los planetas giran-
do alrededor del sol es constante. Para demostrar este hecho usaremos el teorema de Noether.
Tenemos que nuestra variedad M es un plano, que podemos pensar como R?. Consideremos el
problema en coordenadas polares “(r, 8)”. Segtn la ley de la gravedad, el potencial gravitatorio
solo depende de la distancia entre los cuerpos por tanto el Lagrangiano viene dado por:

_ m(i?+6?)
2

L — P(r).

En este caso el lagrangiano no depende de la variable 8 por lo que tenemos como simetria a

gs(r, 0,7, 0)=(r,0+s,7,0)entonces por el teorema de Emmy Noether tenemos que la funcion:
I(t,x,X)=N=m0,

es una integral de movimiento, con esto tenemos que m68 = constant e durante toda la trayec-

toria es decir la velocidad angular es constante (mientras no se varie la masa). °
1.2. Transformada de Legendre.
La transformada de Legendre es una herramienta matemadtica que permite cambiar los el-

ementos de un espdcio vectorial V, por los elementos de su dual V*, y a los campos escalares

sobre V por campos escalares sobre V*.
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A contunuacién veremos la construccién de ésta transformada:

Sea: V un espdcio vectorial, V* sudualy f: V — R una funcién céncava.

Se define la funcién F: V x V* - R como:

F(v,p):==p(v)- f(v).

La concavidad de f asegura que para cada p, € V* la funcién F(v, py) tiene un minimo, sea
¢(po) € V el minimo de F(v, py). De ésta manera tenemos una funcién ¢ : V¥ — V.

Finalmente, la funcién f tiene asignada la funcién f*(p)= F(v(p), p) sobre V*. o

TeoREMA 3.13. Sea (M, L) un sistema lagrangiano. Si la funcion ¢z, : Tz, M — T; M dada

por:
¢Ifoyfo(f) = a}?L(tO’ ny f)
es invertible, entonces la transformada de legendre de la funcién L(ty, Xy, X) le asigna:

e Acada p € T;(M), el elemento p(p)= ¢~ (P) € Tx,.

o AL, laenergia E del sistema.

Demostracion:

Sean: ty € R y Xy € M. Usando la transformada de legendre para:
L1y,5,(X) = L(to, %o, %),
tenemos la siguiente funcion:
Fop (X, P) =< P, X > =Ly, ().

Para cada p, € T: M fijo, busquemos el minimo de F:
Observe que para toda curva X(t) € Tz M se tiene:

OF(xX(1),p0) _ /. 0(x1) . ., 9(x(1)
a2 <P0, a1 >_<ath0ny(x(t)),T>

= < _'O_afc'Ltoyfo(f(t))r a()E'(t))>

at
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Como ¢, z, es invertible, sea X(po) = ¢ ~(po), asi se tiene que:

2 F(X(1), Bo) 5(x(t))
Tpo Oz Lo 2 (X(P0)) — B¢ Ly 5, (X(1)), ——
Por lo tanto, para toda curva que pase por X(po) se tiene que —BF(”O e )|x _#(py) = 0. Luego ¥(po) es

elminimode Fy p = ¢~ 1.

Finalmente:
L'(P)= F(p(p), p) =< P, p(P) > —L(p(p)) =< P, ¢~ (P) > —L(¢ ' (p)),
si aplicamos el pullback por ¢ tenemos:

L7 (%) = (83 Liy2,(X), X) = Ly 5, () = E(t0, %o, X).

DEFINICION 3.14. Un sistema Lagrangiano (M, L) es no-degenerado sila funcién ¢, z, : Ty, M —
T M dada por:
¢to,fo()?) = a)_c'L(tOJ f()) )?)

es invertible para todo X, € M y t, € R fijo. o

Por otro lado, usando las transformadas de Legendre para cada punto de (X, fc’) € TM ten-
emos un covector sobre X € M,y como M C TM, todo covector sobre X € M induce un covector
sobre (¥, X) € TM, por lo tanto para cada punto ¢ € R fijo, tenemos una 1-forma sobre TM dada
por:

(%, %) =< (:L)(t,%,%),dx > .

DEFINICION 3.15. Dado un sistema Lagrangiano (M, L). Llamaremos por forma canénica de

Liouville a la forma diferencial sobre TM dada por:

p:(%, %) =< (8:L)(t, X, %), dx >=< p(t,%,Xx),dx > .

ProposSICION 3.16. Un sistema Lagrangiano (M, L), con forma candnica de Liouville p,, es

no-degenerado si, y sélo si, la 2-forma d p, sobre TM es no degenerada para todo t € R.
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Demostracion:

Por el teorema de la funcién inversa, (M, L) no degenerado si, y s6lo si:

0%L
det —— #0 Vt eR.
6x,-6xj i

Por otro lado observe que:

oL
dpt = d(l —axidx,-)
2

oL oL
B Z;axjaxidx’“dxf " Z;axiax-

J

Si llamamos:

s [_OL g (oL
T 6xi5xj .. y o 8x,8xj ..
ij tj

entonces, para todo X, Y campos de T M:

B A BT 0
dp.(X,Y) = (v, xy- (v, X
0 0 AT 0

B—BT A
= (v X).
—AT 0

Por lo tanto p; es no degenerada si, y s6lo si:

B—BT A
det =(detAP#0
—AT 0

Si (M, L) es un sistema Lagrangiano no degenerado los elemenos:

(q,p)= (%, 0:L(ty, X, X)) € T*M,

representan un sistema coordenado en T*M.

dij/\dXi

58
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DEFINICION 3.17. Dado (M, L) un sistema lagrangiano no degenerado, llamaremos al sis-

tema de coordenadas:

(q,p)= (%, 0; (1o, %, X)) € T*M,
coordenadas de Legendre.

Si (M, L) es un sistema lagrangiano no degenerado, usando las coordenadas de Legendre

(¢, P) podemos rescribir a la energia como:

E(I’Ei’ﬁ): <ﬁ!67> _L(t’gl'!gf)»

dénde 7= X(t, g, p) viene dado por la inversa de 2:L(t, X, X).

TeoREMA 3.18. Dado (M, L) es un sistema lagrangiano no degenerado, usando las coorde-

nadas de Legendre (g, ), las ecuaciones de Euler-Lagrange de escriben como:

JE ) JE

"G P

Demostracion:

Observe que:

dE = <(aq~E),dq'>+<(aq~E),dﬁ)+g—f

_ <(—a@L),dé'>+(ﬁ"dﬁ>+aa_f’

por lo tanto (&;E) = (—0;L) y (& E) = q.

Dado a que toda curva de movimiento satisface que (9, L) = %&L = % p = jj, entonces:

(G;E)=-p ¥y (0;E)=q
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OBSERVACION 3.19. Dado (M, L) un sistema lagrangiano no degenerado, usando las coor-
denadas de Legendre, la forma canénica de Liouville se puede representar como la 1-forma

< p,dq > sobre T*M.

1.3. Sistema Hamiltoniano.

DEFINICION 3.20. Llamaremos sistema hamiltoniano a un par de elementos (M, H) donde:

e M es una variedad suave de dimension finita.

e H:R x T*M — R es una funcion diferenciable llamada funci6én hamiltoniana. °

En un sistema hamiltoniano se puede pensar a la funcién H cémo la energia de un sistema

lagrangiano.

DEFINICION 3.21. Diremos que una curva 7(¢) = (g(t), p(t)) sobre T*M es una curva de
movimiento si satisface las siguientes ecuaciones:

0H ) 0H

Y=o P

TeOREMA 3.22. Dado (M, H) un sistema Hamitoniano, si %I =0 entonces H es constante para

toda curva de movimiento.

Demostracion:
Sea 7(t)=(q(t), p(t)) una curva de movimiento, entonces:

dH(t,f(t))_ﬁ_H+Z(3H, JH | )

FTERT, a1 o

=—=0
ot

i

DEFINICION 3.23. Dada una variedad M de dimension n y dos funciones f,g € C®(T*M),

definimos el corchete de Poisson de f con g como:

98 9df 9fog
{f’g}‘zaqiapi 5550
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Observe que si 7(t) = (¢(t), p(t)) es una curva de movimiento para un sistema hamiltoniano

(M, H), entonces para toda funcién f € C*(T*M) se tiene que:

afy) _
TR

DEFINICION 3.24. Diremos que una funcién f € C*(T*M) es una integral de movimiento si,

y sélo si:

tH, f}=0.

DEFINICION 3.25. Para un sistema Hamiltoniano (M, H), llamaremos forma canénica de Li-

ouville, a la 1-forma diferencial: p ;=< pf,d g >. .

Finalmente, si tenemos un sistema hamiltoniano (M, H) con forma candnica de Liuville p,
llamando W =T*M ya w = d p, tenemos que (W, w) es una variedad simpléctica. Ademds dado
un sistema lagrangiano no degenerado, aplicando sus transformadas de Legendre tenemos un
sistema hamiltoniano. Con ésto podemos concluir que la mecénica cldsica se modela a través

de una variedad simpléctica.

Por otro lado, dado un sistema Hamiltoniano (M, H) con forma candnica de Liouville p y

coordenadas candnicas (¢, p):

e Lavariedad M representa el espacio fisico.

La variedad T*M representa el espacio de faces.

Los elementos de C*°(W) representan los observables.

Los observables dados por las coordenadas de ¢ representan la posicion.

Los observables dados por las coordenadas de 7 representan el momenta.

Dado un campo X € X(M). El observable Px(q, p) :=< p,X(§) >= ixp representa el

momentum de X.

Observe que segtn el teorema 1.56 todo observable genera un flujo simpléctico sobre T*M.
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2. Mecdanica cudntica y cuantizacién

La mecadnica clésica, a pesar de funcionar muy bien al describir la gran mayoria de los fen6-
menos fisicos, no es capaz de describir toda la fisica, en particular no puede describir el com-
portamiento de particulas subatémicas (ver [11] y [36]). Una de las razones de éste hecho es
que éstas particulas actian como ondas y no se pueden precisar sus estados. Para explicar el

comportamiento de éstas particulas surge la rama de la fisica llamada mecénica cuéntica.

Por otro lado, Dirac (ver [11]) plantea la importancia de partir de una teoria cldsica para lle-
gar a una teoria cudntica. A éste proceso se le denomina cuantizacién y no es un procedimiento

unico.

2.1. Cuantizacion como un funtor.

En la mecdnica cudntica se representa:

(1) Elespécio de fases como un espécio de Hilbert H, pues los estddos de una particula no
se pueden precisar, y son representados como una funcién de probabilidad,
(2) Los observables como los operadores sobre H, pues los observables cambian el estado

de una particula.

La cuantizacion es un proceso que consiste en asignar a cada teoria de la mecdnica clésica,
una teoria de la mecdnica cudntica. Inicialmente (ver [13]) éste proceso se pens6 como una

forma de asignar:

(1) A cadavariedad simpléctica (W, w), un espdcio de Hilbert Hyy,

(2) A cada observable f € C®(W), un operador f : Hy, — Hy.

Pero dado el teorema 1.56, todo observable genera un flujo simpléctico y, para cada ¢, un
simplectomorfismo. Dado a éste hecho, se puede pensar que la cuantizacion se puede formular

como una forma de asignar:

(1) A cada variedad simpléctica (W, w), un espécio de Hilbert Hy,

(2) A cada simplectomorfismo ¢ : W — W, un operador ¢ : Hy — Hy,
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es decir, como un funtor de la categoria de variedades simplécticas a la categoria de espacios

de Hilbert.

Sin embargo, al tratar de formular a la cuantizacién como un funtor surgen varios proble-

mas que veremos més adelante.

2.2. Cuantizacion de Schrodinger.

DEFINICION 3.26. La cuantizacion de Schrodinger (primera cuantizacion) consiste enlo sigu-

iente (ver [11] y [13]):

e A cada variedad simpléctica (W, w) se le asigna el espacio de Hilbert $H(W) de 1/2-
densidades sobre W.

e A cada observable f € C*(T*M) se le asigna un elemento f € H(W), tal que se cumpla
lo siguiente:

- La forma de asignar elementos es lineal, es decir:

(af+Bg)=af+Bg

paraa,ff €R.

— Se preserva a la identidad, es decir:
1=1

dénde 1 es la funciéon unidad en W e I la identidad en $H(W).

— El conmutador de $(W) cumple:
[f.8l=fog—gof=inif g}
donde 7 es la constante de Planck.

e Si(g’,p’) son las coordenadas candnicas de w, entonces g*, p' estan representados de

manera irreducible en H.

En el articulo [13] se dan ciertas condiciones para que un funtor () sea coherente con la

cuantizacién de Schrodinger, éstas condiciones son:
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(1) Dada una variedad simpléctica W y un observable f € C*(W), si th es el flujo simpléc-
tico de f entonces:
H(F)=F =e"f
(2) Dadaunavariedad simpléctica W ylos observables f, g, h € C*(W), con flujos th ,EE, Fh
respectivamente, tal que:
ng:'F;fgoEghoF_gt
se debe cumplir que:
eisf — eirgeishe—itg
Para efectos de éste trabajo no entraremos mucho en detalles sobre las razones de por qué se

deben cumplir éstas condiciones, sin embargo el lector puede tomar en cuenta lo siguiente:

Finalmente el siguiente teorema nos indica la imposibilidad de tener un funtor que describa

la cuantizacién de Srhodinger:

TeOREMA 3.27. (Van Hove) No existe un funtor de variedades simplécticas a espacios de Hilbert

tal que satisfaga las siguientes condiciones:

(1) A cada variedad simpléctica (W, w) se le asigna el espdcio de hilbert $H(W).
(2) Para todos los observables f,g € C*(T*M):

(af +Bg)=af+Bg

dondea, B €R.
(3) Sil esla funcion unidad de W eI la identidad en $H(W):

1=1
(4) Para todos los observables f,g € C*(T*M):
[/, §):=Fog—gof=inifg}

doénde 1i es la constante de Planck.
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(5) Dados los observables f, g, h € C*(W), con flujos Ef ,E8, Fth respectivamente, tal que:
F/=F8oF"o F%
S N

entonces:

eisf — eitgeishe—itg
La demostracion del teorema se puede ver en [34].

3. Cuantizacion por Deformacion

Pensando en describir el proceso de cuantizacién de una manera functorial, se decide cam-
biar la manera de cuantizar. La cuantizacion por deformacion es una cuantizacion algebrdica 'y
consiste en cambiar el producto *;; en A := C®(M) por un producto estrella en A[[i7i]], donde

7 representa la constante de Planck. Observe que la propiedad del producto estrella:

[f,8):=f*in & — &% [ =iN{f, g} +O(R°),

es andloga a la asignacion dada en la cuantizacién de Schrodinger.

Por otro lado, para que el proceso de cuantizacion sea funtorial, cada variedad simplécti-
ca debe tener una Cuantizacion. Como vimos en el capitulo 2, usando el teorema de Kontse-
vich existe una funcién © que asigna a cada corchete de Poisson un elemento del complejo de
Hochschild. El problema es que © no necesariamente es unica, ni tampoco trivial (observe la

subseccién del teorema de Kontsevich-Tamarkin).

Con respecto a la funtorialidad, podemos observar que éste funtor debe ir de las variedades
de Poisson a las dlgebras no conmutativas. Recordemos que una aplicacion de Poisson entre las

variedades (M, {—, —}y) v (N, {—, —}n) es un difeomorfismo ¢ : M — N tal que:

(), gl =S, gIn)p).

Por otro lado observe que podemos definir un funtor contravariante F de las variedades a
las édlgebras conmutativas tal que F(M) = C*(M)yque a ¢ : M — N lo envie a F(p) := ¢*:
C*®(N) — C>*(M) definido por ¢*(f) = f(¢). Las aplicaciones de Poisson son los difeomorfis-

mos que hacen a éste funtor, un funtor entre las variedades de Poisson y las dlgebras de Poisson.
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Para que éste funtor sea un funtor de cuantizacion se debe cumplir que:

O (f+ g)~ () ¢*(g),

dénde *V es el producto estrella asociado a N y *¥ el producto estrella asociado a M y ~ es la
relaciéon de deformaciones en M. Observe que:

w*(f*ltvg)_gp*(g*ltvf) SO*(Hmf*tg—g*tf

lim = )
r—>0 t r=>0 r
= ¢'(if. gkn)
= 19,9 ghm
~ lim P f* p*8 ; P8y
t—>

Esto demuestra que ambas deformaciones inducen el mismo corchete de Poisson en N, si
suponemos que la funcién © dada en el teorema de Kontsevich es tinica, entonces ambas deben

ser equivalentes y podriamos definir un funtor cuantizacion.
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